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UBER DIE KONVERGENZ 
DER ORTHOGONALPOLYNOMENTWICKLUNGEN 


Von 
G. ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie 


1. Vor kurzem haben wir gezeigt,' dafi die Fourierreihe einer Funktion 
f¢€L* im Intervall (a, 6) < (0,2) fast tiberall konvergiert, wenn der quadra- 
tische Stetigkeitsmodul 


1 
OF 


(0,7 52.D) ely |) X-h)—f Cord x 


von der Gréfenordnung O(1/|/2(1/0)) ist, wo a(x) eine beliebige monoton 
zunehmende Funktion mit 
; " dx 
(1) | xA(x) < 
1 

bedeutet. Ungefahr zur selben Zeit erschien eine Arbeit von S. B. STECKIN,? 
in welcher derselbe Satz in etwas verschiedener Fassung bewiesen wurde. 
In der vorliegenden Note setzen wir uns den Beweis einer dhnlichen Kon- 
vergenzbedingung beziiglich der Orthogonalpolynomentwicklungen _ stetiger 
Funktionen zum Ziel. 


2. Bezeichne w(x) = 0 eine in (—1, 1) definierte, L-integrierbare Funk- 
tion. Sie bestimmt bekanntlich eindeutig ein System {p,(x)} von normierten 
Orthogonalpolynomen, wo p,(x) ein Polynom n-ten Grades bedeutet. Die 
Orthogonalreihe 
(2) >) CnPn(X) ~F%) 


n=0 


1G. Avexits, Uber den Einflu8 der Struktur einer Funktion auf die Konvergenz fast 


iiberall ihrer Fourierreihe, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), S. 95-101. 
2C.B. Creuxun, O reopeme Konmoropona—Cesnzepcrosa, Ussectusa Axa, 


Hayx CCCP, 17 (1953), S. 499-512. 
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heift die Entwicklung von f(x), wenn ihre Koeffizienten durch 


e, = | W(X) f@) Pax dx 


bestimmt sind. Wir werden den folgenden Satz beweisen: 
Geniigt die Gewichtsfunktion w(x) in (—1, 1) fast tiberall der Bedingung 


1 
O< x)= Abs —| 
< w( ) y (aes 
und sind die durch w(x) bestimmten Orthonormalpolynome p(X), Pi(X),... in 
einem ganz im Inneren von (—1, 1) liegenden Intervall (a, 6) in ihrer Gesamt- 
heit beschriinkt, erfiillt ferner der in (a, 6) gebildete Stetigkeitsmodul 
o(0, f; a, 6) = sup |f(x +h) f(x) 


|h|=6 


=) 


\ 


der Li-integrierbaren Funktion f(x) die Bedingung 


‘oom 
0, rls b = O fa ’ 
ri I ya A 
wo A(x) eine monoton zunehmende, der Bedingung (1) geniigende Funktion 
bedeutet, so konvergiert die Entwicklung (2) in (a, 6) fast tiberall. 


\ 


Bezeichnet insbesondere {p,(x)} eines der klassischen Orthogonalpoly- 
nomsysteme, so folgt aus unserem Satz als Korollar die Behauptung, daf die 
klassischen Orthogonalpolynomentwicklungen einer Funktion, die einer Dini- 


Lipschitzschen Bedingung «-ter Ordnung mit « > 5 geniigt fast tiberall kon- 
vergieren. Dann 1laft sich naémlich (a,6) im Inneren von (—1, 1) beliebig 


annehmen und £(x) = (log x)°* mit @ > ; wahlen. 

3. Zum Beweise bilden wir (—1,1) durch die Transformation .%— 
— arc cos x auf das Intervall (0, zr) ab, und betrachten statt f(x) die gerade Funk- 
tion f*(F)=f(cos #). Ist |x| = 0, so ist auch |cos(#+ ¥)—cos #| =|y| = 
und daher gilt 


, 1 
o(0, f*; arc cos b, arc cos a) = w(0, f; a, b) =O frracn , 
2(1/0) 
Da (arc cos 6, arccos a) ganz im Inneren von (0, 7) liegt, la&t sich eine 
Funktion g*(.+) folgenderweise definieren : 


(20 falls + € (arc cos 6, arc cos a), 
g'(F) =; f*(arc cos b), falls % € (0, arc cos ), 
f*(arc cos a), falls 4 € (arc cos a, 7). 
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Offensichtlich ist dann 


(3) (0, g*; 0, 7) = (0, f*; arc cos 6, arc cos a)=O aa ; 
(1/0) 
Dann gilt aber — wie wir es in der eingangs erwahnten Note gezeigt 
haben’ — fiir die Fourierkoeffizienten «,,@,,... der Funktion 2" (4) die Kol- 
mogoroff-Seliverstoff-Plessnersche Beziehung 


pa c,, (log ny < ce, 

| 
An anderer Stelle haben wir aber bewiesen,‘ daB diese Bedingung, unter den 
getroffenen Annahmen tiber die Gewichtsfunktion w(x), die Konvergenz der 
Entwicklung 


@ 


> YnDn(X) ~ £(X) 

n=UJ 
in (—1,1) fast tiberall nach sich zieht, wo g(x) die aus g*(#) durch die 
Transformation x—cos.% hervorgehende Funktion bezeichnet. Damit ware 
unser Satz schon bewiesen, wenn wir wiifiten, daB die Reihen Sc,p,(x) und 
2YnPn(x) in jedem Intervall (a+ ¢, b—«) mit beliebig kleinem ¢>0 Aquikon- 
vergent sind. Dies ergibt sich aber leicht. Die Partialsummen der beiden 
Entwicklungen stehen namlich nach der Christoffel—Darbouxschen Formel in 
folgendem Zusammenhang : 


sa(f, X)—Sn(g, X) = O(1) i (f(O—g (bw (ry ORNS eae (PX) ap 


Da aber fiir #€(arc cos b, arc cos a) die Beziehung f* (+) = g*(7) besteht, 
ist f(t)—g(t) =0, wenn f¢ € (a, 6), also 


sf) —5(8, ) = o(n| f+] ] LO= EO wt pa()Pns@)—Pows(O Prat 


Hier besteht die rechte Seite aus Entwickiungskoeffizienten der Funktion 


O fiir ¢ € (a, 5), 
Fo fo=at fiir t€ (a, 5), 
=X 


multipliziert mit den Polynomen p,+1(x) bzw. Pn(x), deren absolute Werte 
aber, wegen x €(a+<«,b—e), laut Annahme unter einer festen Zahl bleiben. 


3 A.a.O.1, S, 98—99. oe aoe 
4 G. Atexits, Sur la convergence et la sommabilité presque partout des series de 


-polynomes orthogonaux, Acta Sci. Math., 12 (1950), S. 223—225. 


|* 
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Daraus folgt, da F(é) eine L3.-integrierbare Funktion ist, deren Entwicklungs- 
koeffizienten mithin gegen Null konvergieren : 

Su(f, X)—Sn(g, x) = 0(1). 
Hiemit ist die Aquikonvergenz der Reihen s,(f,x) und s,(g, x) im Intervall 
(a+e, b—e) und folglich auch unser Satz bewiesen. 


(Eingegangen am 12. November 1954.) 


O CXOAMMOCTH PASJIOXKEHUA B PAL NO OPTOTOHAJIbHbIM MHOTOUJIEHAM 


lr. Anexcuy (Byfzanemrt) 


(Pesrme) 


Tlycth w(x) tbyHkuna onpepenennasa B nHTepBane (—I, 1) u yROBNeTBOpsHOULAA yCAOBHIO: 
1 
0 w(x) = o(—— ). 
SEY) nla xe 


Ooosnaunm yepes {Pn(X)} MOAHyIO OPTOTOHaNbHy!O HOPMHPOBAaHHyiO CHCTeMy NOmM- 
HOMOB OnpefeneHHyto BeCOBON dbyHkKuMen W(x). O6osHaunM panee uepes (4, f; a, 6) MOpyab 
HenpeppipHoctu ibyHKunn f(x) B wHTepBane (a, b) c(—1, 1). 

B nacrosujen paOote fOKasbipaeTCaA aHanOr A OPTOrOHaNbHBIX NOAMHOMOB TeOpeMbI 
O payax Dypbe, MOKasaHHOM HesaBNCHMO ApPyr OT APyra CTe4KHHBIM HK AaBTOpOM. 

Ecau {Pn(x)} aAbaseTca paBHOMepKO OrpaHnyeHKOM B ukTepBane (a,b) aeKauero 
BHyTpH (—1, 1), u MOAyAb HENpepbiBHOCTH (pyHKunH f(x) yZORNeTROpseT ycnoRMIO ‘ 


Poa Ben eee 
w(0, f; a, b) == 19) ; aaa , 


rae A(x) (pyHkuns, MOHOTOHHO BOspacTaiolMad AA KOTOPO! 


TO pasnoKenne 


co 
F(x) ~ > on Pr (x) 
==( 
CXOAMTCH MOUTH BCIONY B (a, b). ‘ 


ZETAFUNKTIONEN IN DER ALGEBRA 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), Mitglied der Akademie 


Dem Andenken von Bernuarp Riemann gewidmet anldflich der Hundertjahrfeier 
des Einreichens seiner Habilitationsschrift an die Géttinger Universitat 


§ 1. Einleitung 


Auch schon bisher sind viele wichtige Verallgemeinerungen und Ana- 
loga der Riemannschen Zetafunktionen bekannt geworden. In dieser Arbeit 
werden wir im Zusammenhang mit beliebigen (algebraischen) Strukturen 
(d.h. Gruppen, Ringen usw.) eine neue Art ,,Zetafunktionen* einfiihren. Naher 
werden wir hier nur den Fall von endlichen Abelschen Gruppen untersuchen, 
der zu Resultaten fiihren wird, die uns von grofem Interesse und fortsetzungs- 
fahig zu sein scheinen. Vielversprechend ist auch der Fall der unendlichen 
Abelschen Gruppen (insbesondere der Torsionsgruppen), den wir aber bisher 
noch kaum untersucht haben. Die Niitzlichkeit unserer Zetafunktionen fiir 
sonstige Strukturen scheint uns dagegen fraglich zu sein. Selbst schon die 
endlichen Abelschen Gruppen werden zu ziemlich zusammengesetzten Unter- 
suchungen Anlaf geben. Am merkwiirdigsten wird dabei vielleicht, da alle 
von uns beziiglich der Zetafunktionen fiir die endlichen Abelschen Gruppen 
entdeckten Grundtatsachen vom Fundamentalsatz dieser Gruppen unabhangig 
sind. Diese Unabhangigkeit erschwert einerseits die Untersuchungen, gibt 
ihnen aber andererseits auch den Reiz. 

Fiir eine endliche Menge M bezeichnen wir mit (M) die Anzahl der 
Elemente von M. Ist M die leere Menge, die wir mit 0 bezeichnen, so soll 
natiirlich (M)—0O sein. Fiir eine unendliche Menge M setzen wir (M)=. 
Ist M insbesondere eine Struktur, so nennen wir (M) die Ordnung von M. 

Stets soll n eine nichtnegative ganze Zahl und Yt die Menge der Zahlen 
1,..., bezeichnen. (Fiir nO ist also Yi—0.) 

Fiir eine komplexe Variabel z bezeichnen wir mit Rz den reellen Teil 


von Z. 
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Sind A,,..-, An irgendwelche (nicht notwendig verschiedene) Unter- 
strukturen' einer beliebigen algebraischen Struktur S, so setzen wir fiir Rz>0 


; pi oe (a : -Z 
(1) (2) = 0(25 Ary 2) An) = 2 (Am) 


wobei wir mit Ay die durch die Elemente der A; (i€ Mt) erzeugte Unter- 
struktur von S bezeichnen, d.h. As, ist die engste Unterstruktur von S, die 
die A; ((€ Mt) enthalt. (Wenn M—=O ist, so kann Ay, sinnlos werden, aber 
dann setzen wir (Ay) 1.) Man sieht, daf (1) aus 2" Gliedern besteht. Gleich 
bemerken wir, daB die YN mit (M)—-co wegen Rz>O keinen Beitrag zu (1) 
liefern, weshalb man in (1) nur die It mit endlichem Ag, zu_beriicksichti- _ 
gen hat. 

Wir lassen auch den Fall zu, da S mit Operatoren versehen ist; dann 
sollen als ,Unterstrukturen“ nur die ,,zulassigen Unterstrukturen“ gelten. 

Handelt es sich um (abzahlbar) unendlich viele Unterstrukturen A,, Ap,.. 
von S, so definieren wir fiir ein z mit Rz=1 


(2) o(2) =0; Al Ab. +.) == tin Ole Ae 


stets, wenn die rechte Seite existiert und von der Reihenfolge der A; unab- 
hangig ist. Ist dabei e(z) in einem Teilgebiet der Halbebene Rz= 1 analy- 
tisch und regular, so definieren wir e(z) (von diesem Gebiet ausgehend) 
durch analytische Fortsetzung. 

Als ein sehr einfaches Beispiel betrachten wir den Fall, wo S eine 
Gruppe und zwar das direkte Produkt von A,, Ay,... bedeutet und (A:)= p; 
die i-te Primzahl de. natiirlichen Zahlenfolge ist. Nach (1) gilt dann offenbar 


0(25 Ar, «++, An) = LP (1—pi’). 
Hieraus folgt nach (2) 


0(z)=0(2; Ai, As, .. .) 110 — pi"). 


Jetzt ist also o(z)' eben die Zetafunktion von RIEMANN. 
Deshalb fiihlen wir uns veranlaft ganz allgemein die Bezeichnung 


(3) O(z) =0(z; Ai, Ao, ...)=0(z) ' = 0e(z; Aj, Ad, ...)7 

einzufiihren und diese C(z) Zetafunktionen (in der Algebra) zu nennen. Je 
nachdem die vorgelegte Struktur eine Gruppe, ein Ring, ... ist, sprechen wir 
entsprechend auch iiber gruppentheoretische, ringtheoretische, ... Zetafunktio- 


nen. (In der Definition (3) lassen wir auch den Fall zu, wo an Stelle von 
A,, Ay,... eine endliche Folge A,,..., An tritt.) 


: ,»Unterstrukturen* einer Gruppe, eines Ringes usw. sollen bzw. die Untergruppen 
Unterringe usw. der gegebenen Struktur bedeuten. 
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Fin Fall fiir die ringtheoretischen Zetafunktionen entsteht z. B. folgender- 
mafien. Es bezeichne S einen Ring, den wir als den Modul S* seiner Ele- 
mente auffassen, versehen mit den Elementen von S als links- und rechtssei- 
tigen Operatoren, wobei als ,Operation“ die links- paw. rechtsseitige Multi- 
plikation in S gelten soll. Das kommt darauf hinaus, daf§ in (3) fiir die A, 
eben nur die Ideale von § zuzulassen sind und Ay, (in (1)) die Summe der 
Ideale A; (i € WM) bedeutet. Beachtet man nur die linksseitigen Operationen, 
so hat man fiir die A; die Linksideale von S zuzulassen. Im »gewohnlichen“ . 
ringtheoretischen Fall ist dagegen ein Ring S ohne Operatoren angegeben ; 
fiir die A; sind dann die Unterringe von S zuzulassen, ferner bezeichnet Ay, 
jetzt den durch die Elemente der A; (i € M) erzeugten Unterring von S. 

Unsere Definitionen lassen sich fiir den gruppen- und ringtheoretischen 
Fall auch ,,dualisieren“. Das soll einfach darin bestehen, daB wir in (1) As 
als den Durchschnitt der A; (@€ Yt) deuten und (Ay) durch den Index (S: Ay) 
von Ay in S ersetzen. Die Erweiterung dieses ,dualen“ Falles fiir unendlich 
viele A;, A,,... soll ahnlich wie bei (2) durch Grenziibergang und analytische 
Fortsetzung geschehen. Die so entstehenden ¢(z) nennen wir ebenfalls Zeta- 
funktionen, genauer duale Zetafunktionen (in der Algebra). 

Leicht sieht man, dai die Dedekindschen Zetafunktionen der algebraischen 
Zahlentheorie als sehr einfacher Spezialfall hierher gehéren. Man _bezeichne 
ndmlich mit S den Ring der ganzen Zahlen eines absolut algebraischen Zahl- 
kérpers vom endlichen Grade und nehme fiir A,, As,... die samtlichen Prim- 
ideale von S. Fiir die entsprechende (duale) Zetafunktion gilt dann offenbar 


C(z; A, ee ey An) — 110 ="Ni(A) ) . 


wobei N(A;) den Index (S: A,), d.h. die Norm von Ai bezeichnet. aah 
ist jetzt C(z;A,, A,,...) in der Tat mit der Dedekindschen Zetafunktion 
ea dieser Arbeit wollen wir, wie gesagt, naher nur die Pea ae 
tischen Zetafunktionen fiir die endlichen Abelschen Gruppen (kurz oe e pe 
Abelschen Fall) untersuchen. In diesem Fall sind die zwei Arten tauk oe 
nen nichtverschieden, denn die anfangs definierten Coen ie ee 
auf die Charaktergruppe der vorgelegten Gruppe stimmen fe Recall Im 
Zetafunktionen fiir die letztere Gruppe tiberein, wie man das ae vee 
unendlich Abelschen Falle ist es natiirlich anders, aber wir eee - ia 
die Riemannsche Zetafunktion auch als Spezialfall unter den eee tire 
funktionen fiir die unendlichen Abelschen Gruppen a ee es aeeagends 
lich A,, As,... die samtlichen Untergruppen von pens eeuell Oe 
lichen zyklischen Gruppe, so stimmt die duale wares SO gat 
mit der eben betrachteten Dedekindschen Zetafunktion “4 ~ “thea j 

nalen Zahlkorpers, d.h. mit der Riemannschen Zetafunktion fiberein. 
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Kehren wir uns nunmehr dem endlich-Abelschen Fall zu. Mit G bezeich- 
nen wir eine endliche Abelsche Gruppe. Die A,,...,A, in (1) sollen belie- 
bige Untergruppen von G bedeuten. Natiirlich ist (1) so zu verstehen, dafi 
im Fall n=O 
(4) 0(z;A,,..., An) =1 (n==0) 
gilt. Man beachte, dai alle A,,...,A, Untergruppen von Ay.» Ap Sittce 
weshalb man sich stets auf den Fall G—A,... A, beschranken diirfte, was 
wir doch der gréBeren Allgemeinheit halber nicht tun wollen. 

Die Definition (1) ist jetzt fiir alle komplexen z sinnvoll, und zwar ist 
0(z) eine ganze transzendente Funktion. Schon aus diesem Grunde empfiehlt 
sich, durchweg e(z) statt ¢(z) —oe(z) ' zu untersuchen. Hierdurch werden sich 
auch unsere Formein einfacher gestalten. 

Man bemerke 
(5) 0(0; Ai, ..., An) =0 (n = 1). 


Wir schreiben (1) auch in einer mehr expliziten Form hin: 


(6) o(z)=0(z;A;,..., An) = > yi (1) (An Ag) 
k=U0 151, =...Sy=n 


wobei wir beriicksichtigt haben, da das Produkt Aj,...A:, eben die durch 
die Elemente der Faktoren erzeugte Untergruppe von G ist. (Auch fiir die 
nichtabelschen G gilt (6) mit der Anderung, daf man statt Aj,... Aj, mit 
gewohnter Bezeichnung {Aj,,..., Ai,} schreibt.) 

Zum Beispiel lautet (6) fiir n 1, 2,3 so: 


2) A yee a 
Le ana 
(8) (ANB) 2 ee ly 
HC!) war Gage 
(9) e(z; A,B, C)=1—— aes 8 eet 1 1 


(Ay (BY (Cy (ABY (ACY (BCY (ABC) 
An diese Beispiele wollen wir einige Bemerkungen kniipfen. Den sehr 
einfachen Fall (7) aufBer Acht gelassen, bemerken wir, daf auch Fall (8) kein 
nennenswertes Problem bietet. Bekanntlich gilt namlich 


(10) (AB) = (A) (B) 


(AnB) © 
Hieraus ersieht man leicht, daf die Tripel (A), (B),(AB) mit den saimtlichen 
Tripeln ad, bd, abd zusammenfallen, wo die Parameter a, b,d voneinander 


unabhangig alle natiirlichen Zahlen durchlaufen. Hiernach stimmen die @(z; A, B) 
in ihrer Gesamtheit mit den Funktionen 


1—(ad)*—(6a)" ° a 
iiberein. (ad) —(6d)*+ (abd) (a, b, d= 1, 2,...) 
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. Dagegen ist es um (9) nicht mehr so einfach. Vor allem gilt namlich — 
fiir (ABC) eine ahnliche Formel wie (10) nicht. So z.B. ist im allgemeinen 


(A) (B) (C) (An BnC) 

(ABC) = Can By (AnC)(BnCy’ 
wovon man sich leicht iiberzeugen kann. Uberhaupt scheint uns, da® die in 
(9) vorkommenden sieben Gruppenordnungen (A), (B), (C), (AB), (A CBG), 
(ABC) ein nicht leicht iibersehbares System bilden, weshalb von der Funk- 
tion (9) kein triviales Verhalten zu erwarten ist. Noch mehr bezieht sich das 
auf (1) im allgemeinen. 

Fassen wir jetzt nur die reellen z(= 1) ins Auge. Von (8) liest man 
sofort ab, dah 


Oe 0(2)4, Db) <1 (22-1) 
gilt. Ferner sieht man, daS ,—* nur dann gilt, wenn mindestens das eine 
von (A) und (B) gleich 1 (und z beliebig) ist. Mit einiger Miihe bekommt 
man, dai auch 

Oe o(enA.b, C)< | (72 )) 
zutrifft, da aber ,—“ aufer den trivialen Fallen ,(A) oder (B) oder (C) 
gleich 1 und z beliebig“ auch noch im Fall gilt, wo z—1 ist und A,B,C 
die drei echten Untergruppen der nichtzyklischen Gruppe vierter Ordnung 
sind. In diesem Zusammenhang bemerken wir gleich schon hier, daf im 
allgemeinen die Untersuchung der Nullstellen von (2; Ai,..., Aa) tir Zeta. 
sich fiir ein sehr interessantes Problem erweisen wird (s. unten). 

Man wiirde allgemein zundachst nur fragen, ob es absolute Konstanten 

c, C(>0) gibt, so daf stets 
(11) 2 0(2) A. -5As) <—C (2 = 1) 


gilt. Die Antwort wird verneinend, aber insbesondere fiir die ganzen z gewin- 
nen wir die iiberraschenden Ungleichungen 


(12) ORS Oe" Arye tay in) el (n21; z=1,2,...), 


die wir als ein sehr bemerkenswertestes Resultat ansehen und den 7rdg- 
heitssatz der Theorie der endlichen Abelschen Gruppen nennen. Um diesen 
zu wiirdigen bemerken wir, dafi es sich in ihm um einen in dreierlei Hin- 
sicht scharfen Satz handelt. Erstens gilt namlich (12) fiir die endlichen 
nichtabelschen Gruppen nicht mehr, sogar ist fiir diese die linke Seite von 
(12) mit jedem c falsch, weshalb (12) eine echt Abelsche Tatsache ist. Zwel- 
tens ist (12) auch in dem Sinne scharf, dab in ihm sehr oft, und zwar in 
keineswegs trivialen Fallen ,—“ gilt. Drittens ist (12) auch in der Beziehung 
scharf, daf es fiir die reellen aber nichtganzen z(>1) nicht mehr allgemein 
gilt, was wir fiir sehr auffallend finden; es wird sich sogar zeigen, dai dann 
beide Seiten von (11) falsch sind, wie man auch c, C wahit. 
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Eine interessante Folgerung aus obigem Tragheitssatz wird sein, daf 
zwischen unseren Zetafunktionen und dem Satz von Hajos [2]” iiber die 
endlichen Abelschen Gruppen ein enger Zusammenhang besteht. Und zwar 
laBt sich dieser tiefliegende Satz in einer 4quivalenten Form als die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung aussprechen, damit gewisse Zetafunktionen 
C(z) an der Stelle z= 1 einen Pol, d.h. die entsprechenden reziproken Funk- 
tionen e(z)—C(z) ' eine Nullstelle haben. 

Das gesagte beleuchtet die Bedeutung unserer Zetafunktionen genigend, 
weshalb wir meinen, da durch sie in der Algebra im allgemeinen, insbeson- 
dere aber jedenfalls in der Theorie der endlichen Abelschen Gruppen ein 
wichtiges Forschungsgebiet erdffnet wird. 

Im §2 stellen wir unsere Resultate beziiglich der gruppentheoretischen 
Zetafunktionen im endlich-Abelschen Fall zusammen (auf den Zusammenhang 
mit dem Satz von HajOs gehen wir aber erst in einer anderen Arbeit [3] ein). 
Im §3 erfolgen die Beweise. Im §4 machen wir einige Schluibemerkungen 
auch iiber den allgemeinen Fall. 


§ 2. Der endlich-Abelsche Fall 


Mit ausnahme vom § 4 soll eine endliche Abelsche Gruppe G mit dem 
Einselement ¢ vorgelegt sein, ferner sollen A,,..., A, durchweg Untergruppen 
von G bezeichnen, die im allgemeinen nicht verschieden zu sein brauchen. 
Alle unseren nachfolgenden Satze formulieren wir bequemlichkeitshalber 
beziiglich e(z)—¢ '(z) statt C(z). Die Satze 1 bis 7 werden fast trivial sein, 
dagegen driicken die Satze 8 bis 12 tiefliegende Sachverhalte aus. 


SATZ 1. (Vertauschungsregel.) Es ist o(z;A,,...,An) von der Reihen- 
folge der A, unabhdngig. 
SATZ 2. (Kiirzungsregel.) Enthdlt A, ein A; (i=2,...,n), so gilt 
(13) 0(25A,,... : As) =—0(2scA eta) (n = 2). 
KOROLLAR. Behdlt man aus den Untergruppen A,,..., A, zundchst nur 
die verschiedenen und dann aus diesen nur die minimalen (d. h. die keine 
der iibrigen enthalten), so gilt fiir die iibriggebliebenen Untergruppen B,,...,B,: 
0(2) Aisexs An) == OBS Bis ai ipdtys 
Insbesondere wenn ein A; gleich «# ist, so gilt 
(14) 0(2; A;,.-., An) = 0; 
(Es ist klar, dafi umgekehrt e(z)—=(z; A,,..., An) (n =1) nichtkonstant ist, 


wenn alle A; von ¢ verschieden sind, da dann 0(-+ c)—1 ist, dagegen nach 
(5) e(0)—0 gilt.) 


* Mit [ ] verweisen wir auf das Literaturverzeichnis am Ende unserer Arbeit. 
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SaTZ 3. (Erste additive Eigenschaft.) Fir jede Untergruppe B von A, 
gilt 
(15) o(z ; A,,. ee) An) = o(z 5 B, Ao, Ks) A,) + 
+ (B)“e(z; A,/B, A.B/B,..., AnB/B) (n21;BGA)), 
wobei ,,/“ die Faktorgruppe bezeichnet, 


KOROLLAR. Sind die A; von « verschieden, so gilt 
(15’) 0(23 Arye An Due (B)‘o(z; Bi B/B,..., Bi, B/B) (n =1), 


wobei B; die von A; verschiedenen Glieder einer beliebigen Kompositionsreihe 
von A; durchlduft, B; das B; enthaltende benachbarte Glied dieser Kompositions- 
reihe bezeichnet (i—1,...,n) und B fiir B,...B, steht. (Es geniigt die- 
jenigen Glieder der rechten Seite von (15’) beizubehalten, in denen B kein 
B; enthalt, da die iibrigen Glieder wegen (14) verschwinden. In den verblei- 
benden Gliedern sind alle Gruppen 8;8/B offenbar von Primzahlordnung.) 


SATZ 4. (Zweite additive Eigenschaft.) Es gilt 
Dies Ax s ota) == 0 (2 5A); - An) + 


1») + (Ax) “0(23 A, Ao/Ai, -- « » Ar An/Ai) (n = 1). 
SaTz 5. (Dritte additive Eigenschaft.) Es gilt 
(17) >, (Am) 0(2; Az Am/AmAyAm/Am, --.)=1, 
MON 


wobei x, y,... jedesmal die simtlichen Elemente der Menge \i—Wt bezeichnen. 
(Man bemerke, dafi die linke Seite von (17) insbesondere die den Fallen 
Nt —O0, NR entsprechenden Glieder o(z; Ai,..., An) (Air... An) © enthalt.) 
~ Zur Beleuchtung von (17) schreiben wir den Fall n—3 explizit hin: 
o(z; A, B, C) + (A) ‘o(z; AB/A, AC/A) +(B) “o(z; AB/B, BC/B)+ 
+(C) ‘o(z; AC/C, BC/C)+ (AB) ‘0(z; ABC/AB) +(AC) “o(@; ABC/AC) + 
+ (BC) ‘e(z; ABC/BC)+(ABC) “=1. 
Satz 6. (Multiplikative Eigenschaft.) Haben die Produkte A,... Ai, 
Aia...A, nur das Element « gemein, so gilt 
(18) 0(z3 Ay,---,An)=0(2; Ai,---; Ai) 0(23 Ais, -- +, An). 
Satz 7. (Additiv-multiplikative Eigenschaft.) Es gilt 
0(23 Ary +++) An) = 0(23 Aoy «++ An) FO(Z3 Ary Ass ++ 9 An) — 
(19) Cates At Ag, Ag e.7As) (n= 2). 
Um den Satz 8 formulieren zu konnen, definieren wir eine Funktion 
ap(z, G) folgenderweise. Ist G—P eine p-Gruppe und f die Anzahl ihrer 
Invarianten, so Sei 


(20) we P)— [J I—p") = (IPP). BD. 
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Ist ferner G das direkte Produkt von P,,..., Ps, wobei P, eine px-Gruppe | 


ist und p,,..., Ps verschiedene Primzahlen sind, so sei 
(21) wz, G)= [1 y@ Pi). 


(Im Fall Ge ist natiirlich y(z,G)—1 zu verstehen. Im Fall G+é ist 
w(z, G) nichtkonstant.) 


Satz 8. (Hauptsatz der Zetafunktionen fiir endliche Abelsche Gruppen.) 
Sind A,,..., A, Untergruppen der endlichen Abelschen Gruppe G, so gilt 
(22) ol23 Aijs t+, An) = 0 Wee A) eee (n=1), 

A G 


ante 


wobei man tiber alle Untergruppen H von G zu summieren hat, die kein A; 
enthalten (somit von G verschieden sind). 


BEMERKUNG 1. Aus diesem Satz folgt, dai die rechte Seite von (22) 
fiir alle G gleich ist, die das Produkt A,...A, enthalten, was man leicht 
auch direkt beweisen kénnte. Hat man es mit nur einem e(z; Aj,..., An) zu 
tun, so wendet man (22) am bequemsten mit G=—A,...A, an. Auch die 
allgemeinere Annahme G>A,...A, kann in (22) von Vorteil sein, wenn man 
namlich gleichzeitig mehrere o(z;A,,...,A,) betrachtet, in denen die A; 
irgendwelche Untergruppen einer gegebenen endlichen Abelschen Gruppe G 
sind. 


BEMERKUNG 2. Ist ein A; gleich s, so ist die Summe in (22) leer, weshalb 
dann (22) eben in (14) tibergeht. Sind dagegen alle A; von « verschieden, 
so ist in (22) der Fall He gewif zuzulassen. Hiernach folgt aus (22): 
(23) 0(2; Ai, -.+)An) = W(G)+ S (H) “y(z, G/H) 

Ay,..., dnGoHCG, +e 
(W21t Ale Agee). 

BEMERKUNG 3. Sind insbesondere alle A; von p-ter Ordnung (p Prim- 

zahl), so folgt aus (20), (23) (mit Anwendung auf G—A,...A,) offenbar 


t-k-1 


t-1 Let 
(24) 0(z; Al,...,A,) = I (—p)+ vp TT —p™) 

=( k=] 1=0 

(n 21; (A,) =-+-= (An) = p; pt = (Ar... An)), 

wobei v; die Anzahl derjenigen Untergruppen p'-ter Ordnung von A,... A, 
bezeichnet, die kein A; enthalten. Das erste Produkt in (24) verschwindet 
dann und nur dann, wenn z eine der ganze Zahlen 0,...,¢—1 ist; in diesen 
Fallen verschwindet auch das zweite Produkt stets, wenn auferdem t—k—1 = 2, 
d. h. k=t—z—l gilt, weshalb aus (24) folgt 


t=1 t-k-1 


(25) (23 Ai,...,A)= > np™ TT (i—p') 
k=t-z i=0 


(n=1; (A), -.., (As) |p 5 pt == (Al... An)s 20, ..2, £1), 
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wobei auch der Fall zugelassen werden durfte, daf einige der A; gleich « 


sind, da dann v,—---—7_,—O ist, somit beide Seiten von (25) verschwin- 
den. Z. B. fiir z—1,2 gelten also 


yt p(1s4;,...,; A.) = =) ae (t= 2) 
Ba). + 0(2; Ai,.-<, An) = Pe RP) ee (te) 
((A), SOG (An)|D; p =F (A, see A,)). 


BEMERKUNG 4. Wir nennen Satz 8 deshalb einen Hauptsatz, weil er fiir 
die Berechnung von e(z) eine der Definition (1) gegeniiber wesentlich neue 
Moglichkeit bietet und einen Ausgangspunkt fiir weitere SchliiBe bildet,. 
woriiber in den folgenden Satzen 9 bis 12 die Rede sein wird. 

SaTz 9. (Tragheitssatz.) Es gilt 
(28) ss 0 Al eGhga) I (ise boo 1h 2 te.) 


ZusATz. Die rechte Seite von (28) gilt sogar mit 
Sete (anier (A,))).  Statty, <i" 


BEMERKUNG 5. Wir nennen Satz 9 einen Tragheitssatz, weil nach ihm 
die o(z) in (28) nur sehr kleiner Schwankungen fahig sind. In der Einleitung 
haben wir schon gesagt, dali Satz 9 in dreierlei Hinsicht ,,scharf“ ist. Das 
wollen wir hier mit Beispielen bestatigen. Erstens bedeute jetzt G die Dieder- 
gruppe von der Ordnung 2p (p ungerade Primzahl). Diese hat p Untergrup- 
pen 2-ter Ordnung, die wir mit A;,..., A, bezeichnen. Wir wollen 0(z; A;,..-, Ap) 
berechnen. Dies besteht nach (1) aus gleichvielen Gliedern vom Vorzeichen 
» + bzw. ,—“. Eins davon ist 1, weitere p Glieder sind gleich —2 °°, alle 
iibrigen sind gleich +(2p) °, weshalb offenbar 


p—1 
e(@5 Ar.) A) =1— + 


(2py 

gilt. Man sieht, dafi die rechte Seite fiir kein z—1,2,... (sogar fiir kein 
Z=1) von unten beschrankt ist, weshalb (28) fiir die endlichen nichtabelschen 
Gruppen falsch ist. Zweitens bezeichne G eine elementare Abelsche Gruppe 
von der Ordnung p* (p Primzahl, t= 2). Sind dann A,,...,A, die samt- 
lichen Untergruppen p-ter Ordnung von G, so sind in (25) alle 7 gleich 0, 
weshalb jetzt in (28) fiir z—1,...,f—1 das Zeichen ,—“ gilt. Man kénnte 
mit Leichtigkeit ahnliche aber weniger einfache Beispiele in grofer Zahl 
konstruieren (s. auch Bemerkung 6 und Satz, 10). Drittens betrachten wir 
wieder das vorige 0(Z; Ai,.--, A,), jetzt aber fur die reellen z(=1). Nach 


(24) gilt 


t-1 
Cae Ai, rea An) = LL =P. 
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Man sieht, da® dies fiir die reellen z im Innern der Intervalle (1, 2), (2, 3), 
,»».«,(f—2,t—1) vom abwechselnden Vorzeichen ist, da also die linke 
Seite von (28) fiir die nichtganzen z(>1) im allgemeinen falsch ist; da t 
beliebig gro& sein kann, so sieht man sogar, dali — wie auch c,C gewahlt 
werden — keine Seite von (11) allgemein gilt. 


BEMERKUNG 6. Wir wollen genauer zusehen, was fiir Méglichkeiten vor- 
liegen, damit eine positive ganze Zah! z eine Nullstelle von einem 0(2), d. h. 
ein Pol der zugehdrigen Zetafunktion ¢(z)—o(z)"' ist. (Diese Frage wird 
nicht nur an sich, sondern — wie in der Einleitung erwahnt wurde — auch 
im Zusammenhang mit dem Satz von Hajos interessant.) Man liest von (20) 
ab, daB w(z, P) fir z—0,1,... nichtnegativ, und zwar fiir z=0O,...,f—l 
gleich O, fir z=t,t-+-1,-:.. positiv ist. Ahnliches gilt nach (21) auch tiber 
w(z, G), wenn wir t folgenderweise definieren: 


(29) t —t(G)=max(t,..., ts), 


wobei ¢; die Anzahl der Invarianten des Faktors P; in der Darstellung von 
G als ein direktes Produkt P,...P, von p;-Gruppen P; bedeutet (p,,..., Ds 
verschiedene Primzahlen). Man bemerke auch, dafi stets t(G/H)=?f(Q) gilt. 
Nun gilt nach dem Gesagten, daf der Summand in (22) fiir z—0O,1,... 
nichtnegativ, und zwar fiir z—0O,...,f(G/H)—1 gleich 0, fiir z—t(G/H), 
t(G/H)+1,... positiv ist. So kommen wir zum folgenden: 


SATZ 10. Um die positiven ganzzahligen Nullsiellen von o(z; A\,..., An) 
zu bestimmen, wobei A,,...,An (N=1) von 1 verschiedene Untergruppen einer 
endlichen Abelschen Gruppe G sind, verfahre man so: Man nehme alle Un- 
tergruppen H von G, die kein A; enthalten, bilde fiir sie 


(30) f= mint(G/H), 
H 


wobet t(G/H) nach (29) zu verstehen ist. Dann verschwindet 0(z; A,,..., An) 
fir z=1,...,t—1 und ist fiir z=t,t+1,... positiv. 


KOROLLAR. Die sdmtlichen positiven ganzen Nullstellen eines nichtkon- 
stanten e(z;A,,..., An) bilden eine liickenlose Folge 1,...,t,—1, wobei fiir 


f, (30) gilt. (Im Fall t)—=1, und nur in diesem, gibt es keine solchen Null- 
stellen.) 


BEMERKUNG 7. Wir formulieren eine leichte Folgerung vom Satz 10 
besonders: Fiir beliebige Untergruppen A,,..., A, von G gilt e(1; Ay,..., An) =0 
dann und nur dann, wenn jede Untergruppe H von G mit zyklischer Faktor- 


gruppe G/H mindestens ein A; enthdlt. (Hierbei darf unter den A; auch « 
vorkommen. ) 


SATZ 11. (Monotone Eigenschaft.) Stets gilt 
(31) (25 Ai,.. Ag) 0 (25 Agee net) (Nez 1, 22a): 
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Die vorigen bilden die Grundlagen einer elementaren Theorie der 
betrachteten Zetafunktionen. Wir haben nicht untersucht, wie weit fiir sie 
durch Einsetzung von funktionentheoretischen Hilfsmitteln die Begriindung 
einer héheren Theorie méglich ist. Leicht scheint das wegen der sich in der 
freien Wahl des Untergruppensystems A,,..., A, offenbarenden, ungeheuer 
groBen Allgemeinheit unserer Zetafunktionen nicht zu sein. Hier wollen wir 
nur eine ganz leichte funktionentheoretische Anwendung machen, die so ent- 
stehen wird, dafi man den Differentialquotienten 0’(0) sowohl nach (1), als 
auch nach (22) berechnet und die zwei Resultate einander gleichsetzt. So 
werden wir zum folgenden Satz kommen: 


SATZ 12. Man definiere zu (1) Ghnlich das Produkt 
(mt z 
(32) 7(Ai, .<-; Aa) = 1 ‘i (Ag) i 1), 


wobei A,,...,A, Untergruppen einer endlichen Abelschen Gruppe G_ sind. 
Bezeichnen p,,..., Ps die verschiedenen Primteiler in der Ordnung von G, so 
gilt 


t(G/Hk)-1 
es 


bes e! (1-pl) 
(33) st(A DEAS An) 9 LT p. ze - ) 


wobei H;, diejenigen Untergruppen von G durchliuft, die kein A; enthalten und 
fiir die die Faktorgruppe G/H;, eine p,-Gruppe ist, ferner t(G/H;.) die Anzahl 
der Invarianten von G H,, bezeichnet. 

Man bemerke, dai (33) beliebig grofi sein und auch beliebig nahe an 
O liegen kann. Ist namlich G eine elementare Abelsche p-Gruppe von der 
Ordnung p‘ und sind A,,..., A, die samtlichen Untergruppen p-ter Ordnung 
von G, so geht (33) in 

Ae Aye pp Per) 


diber, woraus die Behauptung folgt. 


§ 3. Beweis 


Der Satz 1 ist eine Folgerung aus der Definition (1). 
Fiir das nachtsfolgende bezeichnen wir mit Jt, die Menge der Zahlen 
2,...,n (n= 1); insbesondere fiir n—1 ist also %, =O. Dann gilt nach (1) 


offenbar 
(DY) ee ee. (md) ; Z >| ; 
(34) 0(2; Ai, --+ An)—= 2-1) (Ag) aie’ 1) Pda). (21) 


Um nunmehr Satz 2 zu beweisen diirfen wir wegen Satz 1 annehmen, 
daB z. B. A,> A, gilt. Wir fassen die simtlichen IR([SM,) in Paare Vi, Wb, 
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so daf jedesmal Wi, Vi, voneinander nur im Element 2 unterscheiden. Dann 
gilt (Mt,)—(ML) = + 1, A: Am, = AiAm,; folglich verschwindet jetzt die zweite 
Summe auf der rechten Seite von (34). Hiernach geht (34) in (13) iiber, 
womit Satz 2 bewiesen ist. 

Die erste Halfte des Korollars folgt unmittelbar aus Satz 2. Da fiir A—« 
offenbar e(z; A)—0 gilt, so ist auch (14) richtig. 

Zum Beweis von Satz 3 wenden wir (34) mit B statt A, an. Nach Sub- 
traktion beider Gleichungen ergibt sich ; 


B(Z AL pe An) --0(25 Dy At eee a) a Pe, (—1)™((BAm) “—(A: An) ). 
Wenn nun BEA, gilt, so kénnen wir die rechte Seite in 
(BY* ) (—(BAa/B)“—(AAn/B)*) 
umformen. Dies ist wegen A, = BA, offembar gleich 
(B)* > (—1I)™BAn/B)*, 
oth 


d. h. nach (1) gleich 
(B)0(2; BAWB, ...-5 BAn/B); 
Nach Beriicksichtigung von BA,= A, folgt hieraus Satz 3. 

Das Korollar liefe sich aus Satz 3 durch Induktion gewinnen, beque- 
mer beweisen wir es aber direkt. Die rechte Seite von (15’) lat sich nach 
(1) so schreiben: 

> > (B)*(—1)(BxB/B) *, 


By «., By MEN 


wobei Bs, das Produkt der B; (i € Mt) bezeichnet. Hierfiir schreibt sich: 
>) D> eI) ese 


ees Bn ofr 
Es ist 
By B= ByB,, ..., Br = By Ba-m ; 
wobei By fiir KOM das Produkt der B; (/€R) bezeichnet. Hiernach geht 
die vorige Summe in 
y SS (1p RR. YF 
Bonet ey | 1)" (Ba Ba_m) 
tiber. Jedes By Bum entsteht so aus B,,...,B,, daf man die B; (i € Dt) 
durch B; ersetzt. Hieraus ist leicht zu sehen, daB die vorige Summe nach 
Streichung entgegengesetzt gleicher Glieder in 
SF om (M) -2Z 
| w=’) (An) 
tibergeht. Das besagt nach (1) die Richtigkeit von (15’), womit wir das. 
Korollar vom Satz 3 bewiesen haben. 
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Satz 4 ist im Fall n—1 trivial. Der Fall n = 2 entsteht aus dem Fall 
n=2 vom Satz 3 so, da® man diesen fiir A,, Ax, A, statt A,, B, anwendet 
und Satz 2 beriicksichtigt. 

Um Satz 5 zu beweisen driicken wir die linke Seite von (17) nach (1) 
SO aus: 


2 An)" > yD (Asn, An An) 


mM 


Hierfiir schreibt sich 
mt As\ os > a1 ry 
a. ») Pry) (— 1)" (Am, An) * 


CR-M 

Nach Umordnung der Glieder entsteht hieraus (wegen Ax, Ax = Am, ym) 

Been al) a (Au) ¢. 

ACR VBA 
Die innere Summe ist 1, wenn %—O ist, und verschwindet fiir %=- 0. 
Damit haben wir Satz 5 bewiesen. 

Zum Beweis von Satz 6 zerlegen wir Xi in zwei komplementire Unter- 

mengen Yt’, Nt’, so daB diese aus 1,...,¢ bzw. i+1,...,n bestehen. Nach 
(1) gilt dann 


(35) 0(z; Ai; tee An) aa >: > (— Bis (Ay, Um) 


MCN MCN” 
ES ist Ax, Um: = Am, An, Andererseits gilt Ay, © A; tes Ai, Ax, & A, atone An, 
somit folgt aus der Annahme: (Ay,ym,)—(Am,)(Am,). Hiernach geht (35) in 
(18) iiber, womit Satz 6 bewiesen ist. 
Um Satz 7 zu beweisen bezeichnen wir mit 3t, die Menge der Zahlen. 
3,..., (n= 2). Nach (1) gilt dann 


0025 Aas ++ +p An) = DS (—1)((Anr) "(A An) ‘(Ar An) “+ (4A, Any). 
MCS 


Ahnlich gelten 
0(z; Ai, Ao, As,.--) An) =e (—1)™ (An) “— (A, A An) ”), 


0(Z3 A;, As, #8 019 An) =a — 1) ((Ay,) *—(Ai An) ”) (jee 1b eae 


tCoMNs 
Aus diesen Gleichungen folgt Satz 7. 
Wir wollen Satz 8 beweisen. Da die rechte Seite von (22) und wegen 
des Korollars vom Satz 2 auch die linke Seite von der Multiplizitat der A; 
unabhangig ist, so diirfen wir annehmen, daf alle A; verschieden sind. 
Fiir jede Untergruppe K von G bezeichnen wir mit N,(&) die Anzahl 


derjenigen Mengen Wi([%), fiir die 


(36) (M)—=k, Am=K  (KSG; k=0,...,0) 
ist. Nach (1) gilt dann : 

=0(2z; sey D> (41 NGO 
(37) G(2) =10(2; Ad, 2-45 An) = es ) ie Ke } 


2 Acta Mathematica VI/1—2 
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Mit & bezeichnen wir die Menge derjenigen Ai, die in AK enthalten sind. 
Nimmt man aus st auf jede Art & Untergruppen heraus und bildet ihr 
Produkt, so entsteht jede Untergruppe 7 von K genau N,(H)-mal. Hiernach 
gilt 
(38) (Ee SMH) (KS) k= ee 

HECK 


wobei links der Binomialkoeffizient steht und die Summe iiber alle Unter- 
gruppen H von K zu erstrecken ist. 

Wir betrachten mit DeLSARTE [1] irgendzwei Funktionen f(G), F(Q), 
die fiir alle endlichen Abelschen Gruppen G erklart sind, so daf beide 
Funktionswerte in einen Modu! gehdren und nur vom Typus von G abhan- 
gen (d. h. f(G)=f(G’), F(G) =F(G) gilt, wenn G, G’ isomorph sird). Gilt 
fiir alle G 


F(G)= > f(G), 


wobei man iiber alle Untergruppen H von G zu summieren hat, so gilt nach 
dem wichtigen Satz von DELsarTE [1] folgende Verallgemeinerung der Mobius- 
schen Umkehrungsformel: 


f(G)= & «(G/H) F(A), 
HCG 
wobei die Funktion « von MOBius—DELSARTE folgende Bedeutung hat: Ist Q 


eine elementare endliche Abelsche p-Gruppe, d. h. das direkte Produkt von 
t Gruppen p-ter Ordnung, so ist 


() 

u(Q)=(—1)'p¥ (t=0, 1,...). 
Ist ferner G das direkte Produkt von Q,,..., Q,, wobei Q; eine elementare 
endliche Abelsche p;-Gruppe ist und p,,..., Ps verschiedene Primzahlen sind, 


so. ist 
u(G) = u(Q).. (Qs). 


Ist endlich G eine sonstige endliche Abelsche Gruppe, d. h. eine solche, 


deren mindestens eine Invariante durch ein Primzahlquadrat teilbar ist, so ist 
u(G)=0. 
Hiernach folgt aus (38) 


N(K)—= >’ «(K/H) (S) (KE Grk—= Oey, 


wobei {) die Menge der in H enthaltenen A; bezeichnet. Nach Einsetzung in 
(37) entsteht 


(39) => YY CyrecKiey(@)ay 


k=0 KCG He K 
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Es: ist 
ae an 


gleich 1, wenn (9) =0 ist, d. h. wenn H kein A; enthalt. Im anderen Fall 
dagegen verschwindet diese Summe. Wird dies in (39) beriicksichtigt, so ent- 
Steht nach leichter Umordnung der Glieder 
=> SS 7] “2 
a ———_ > 

e@)= 2" DL, AIH) (KY 
wo man tiber die kein A, enthaltenden Untergruppen H von G und alle 
Gruppen K zwischen H und G zu summieren hat. 

Wegen (K) =(H)(K/H) labt sich hierfiir 


(40) 0(2) =D (H) “fl; G/H) 
schreiben mit 
(41) FQ, G)= > (Ly (Lys 


wobei man iiber alle Untergruppen ZL von G zu summieren hat. Wir haben 
nur noch zu zeigen, dai f(z,G) der bei (20), (21) definierten Funktion 
w(z, G) gleich ist, denn dann stimmt (40) mit (22) tiberein. 

Haben P,,..., P; die Bedeutung wie in (21), so folgt aus (41) und der 
Definition von “(G) leicht 


fe, )= [LF 


Dies mit (21) verglichen sehen wir, dai es geniigt f(z, P)=w(z, P) 
zu zeigen, wobei P eine endliche Abelsche p-Gruppe ist. Wir bezeichnen mit 
Q die gréBte, in P enthaltene elementare Gruppe. Aus (41) und der Defini- 


tion von u folgt 


(42) f@P)= X ul) (Ly =f@ ®. 
Wir setzen agent ee 


Dann ist ¢ zugleich die Anzahi der Invarianten von P. Wir setzen zur 
Abkiirzung 


IIA 


| (p*—1) (p*!—1) --- (pe 4 —1) <1 -f) 
AP ama (a ey es Sexe) ; 


; i k caiett os 
und erweitern diese Definition durch die Vereinbarung [|= fiir 1<0O und 
ae is bi ; 

fiir />k. Bekanntlich ist 7] die Anzahl der Untergruppen 7’-ter Nea 
won-Q ({=0,..., f). Fur jede solche Gruppe L gilt «(L)=(—1)' p¥’, somit 


Q* 
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folgt aus (42) be: 
le, P)= > (10 |] 


Wir bezeichnen die rechte Seite kurz mit g(z, 7). Es geniigt zu zeigen, 
da g(z,t) fiir t=0,1,... mit der rechten Seite von (20) iibereinstimmt. Fiir 
+O ist das klar, da g(z,0)—1 ist. Da ferner der Summand fiir 7<0O und 
fiir />¢ verschwindet, so gilt 


eeo— Sy rMiles 


wobei man iiber alle 7/0, +1, +2,... summieren darf. Wegen 


t+1]._ t t 
| J=r[i]+ [| 
bekommt man 


at : Z t os 
eet1t+n=Serye)| 1 |e + Saye) ale (t= 0). 
l 
Wird im zweiten Summand /-+1 statt / geschrieben, so erkennt man, dab 
g@+1,t+1)=(—p*)g@ 0 (t= 0) 
ist. Dies bestatigt (20) mit vollsténdiger Induktion nach ¢, womit Satz 8 
bewiesen ist. 

Beziiglich des Satzes 9 beweisen wir zuerst die linke Seite von (28). 
Diese ist eine direkte Folgerung aus Satz 8, da w(z,G) nach (20), (21) fiir 
z—1,2,... (sogar fiir z—0,1,...) nichtnegativ ist. Aus der linken Seite 
von (28) folgt wegen Satz 5 auch die rechte Seite. Somit haben wir Satz 9 
bewiesen. 

Zum Beweis des Zusatzes nehmen wir Satz 11 vorweg. Aus diesem 
folgt 

0(Z;A,,..., An) S 0(z; Ai) (za= 1, 2,...3 f= 1, ..2p ee | 


Die rechte Seite ist nach (1) gleich 1—(A,)*. Somit haben wir den Zusatz 
von Satz 9 bewiesen. 

Die Richtigkeit von Satz 10 (und die des Korollars) folgt aus Satz 8, 
wie wir es in der Bemerkung 6 schon auseinandergesetzt haben. 

Satz 11 folgt sofort aus Satz 4 und der ersten Hiilfte von Satz 9. 

Um Satz 12 zu beweisen bemerken wir zunichst, daS nach (20) 


t-1 
(43) w(0,P)=0, w’(0, P)=logp Jf (1—p’) (t= 1) 
I-1 
gilt. Aus (43,) folgt nach (21), daS w’(0, G) verschwindet, wenn (G) durch 


mindestens zwei verschiedene Primzahlen teilbar (d.h. s = 2) ist. Auch gilt 
w(0, G)=0, wenn (G)=-1 ist. Differenziert man also (1) und (22) an der 
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Stelle z 0, so folgt aus (43,) nach Gleichsetzung der rechten Seiten 


t-1 
~ yD log (An) = >” log p [1 (1—, 
wobei man iiber die Untergruppen H(==G) von G zu summieren hat, die 
kein A; enthalten und fiir die die Ordnung (G/H) eine Primzahlpotenz 
P’ (t= 1) ist (so daB also p und ¢ sich von Glied zu Glied dndern). Hieraus 
folgt leicht die Gleichheit der rechten Seiten von (32), (33), womit wir Satz 
12 bewiesen haben. 


§ 4. Schlu8bemerkungen 


Wir wollen noch einige kurze Bemerkungen tiber unsere Zetafunktionen 
machen. Zunachst betrachten wir wieder den endlich-Abelschen Fall. Wie 
wir schon in der Einleitung bemerkt haben, halten wir den auf dem Haupt- 
satz (Satz 8) beruhenden Tragheitssatz (Satz 9) fiir das wichtigste Ergebnis 
der von uns in den §§ 2, 3 entwickelten ,Theorie der Zetafunktionen ftir 
endliche Abelsche Gruppen‘. Uber diese Theorie haben wir schon bemerkt, 
da} sie vom Fundamentalsatz der endlichen Abelschen Gruppen unabhangig 
ist, was wir jetzt beziiglich der Satze 8—12 klarmachen wollen (fiir die Satze 
1—7 ist das ohnehin schon klar). Wohl bedeutet ¢ in (20) die Anzahl der 
Invarianten der p-Gruppe P und diese Invarianten selbst bilden einen vom 
Fundamentalsatz abhangigen Begriff, aber ¢ la8t sich auch unabhangig vom 
Fundamentalsatz durch p'=(Q) definieren, wobei Q die Gruppe derjenigen 
Elemente von P bedeutet, die von der Ordnung =p sind. Da ferner die 
(eindeutige) Zerlegung von G in seine Primarkomponenten P,,..., Ps nichts 
mit dem Fundamentalsatz zu tun hat, so la8t sich auch die Funktion w(z, G) 
in (21) vom Fundamentalsatz unabhangig definieren. Da endlich der Beweis 
des Satzes von DELSARTE [1] itiber die verallgemeinerte Umkehrungsformel 
von Mobius keinen unentbehrlichen Gebrauch vom Fundamentalsatz macht, 
so gilt ahnliches iiber den Beweis von unserem Satz 8. Es sind also auch 
die Sitze 9 bis 12, als Folgerungen aus Satz 8, vom Fundamentalsatz eben- 
falls unabhangig. Diese Bemerkung ist auch deshalb interessant, weil eine 
ahnliche Unabhangigkeit auch der Satz von Hajos aufzeigt (vgl. [3]). 

Es ist bemerkenswert, daB man zum Beweis vom Satz 9 nicht des 
yollen Inhalts vom Satz 8 bedarf. Und zwar geniigt es hierzu Satz 8 nur fiir 
elementare p-Gruppen zu beweisen, woraus fiir denselben Spezialfall auch 
die linke Seite von (28) folgt. Hieraus entsteht dann der allgemeine Fall auf 
Grund der elementaren Satze 3,6 durch eine leichte Induktion. 

Die Sitze 1 bis 7 lassen sich mit einigen Anderungen auf den Fall 
von beliebigen endlichen Gruppen und Ringen verallgemeinern — was au 
dem Leser tiberlassen kénnen — mit den Satzen 8 bis iZ geht das aber 
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nicht mehr. (Vgl. den Anfang der Bemerkung 5 im § 2.) Uberhaupt scheinen 
uns die Zetafunktionen fiir ganz beliebige Strukturen von sehr kompliziertem 
Verhalten zu sein. 

Dagegen bieten die Zetafunktionen fiir die Abelschen Torsionsgruppen 
gewif einen sehr interessanten Fall. (Eine Gruppe nennen wir eine Torsions- 
gruppe, wenn ihre Elemente von endlicher Ordnung sind.) Bezeichnet G eine 
solche (unendliche) Gruppe, so ist es eine Grundaufgabe zu untersuchen, 
fiir welche z(Rz = 1) ein 
(44) 0(z) = 0(2; Ai, As,---) 
existiert, wobei A,, Ao,... ein abzadhlbar unendliches System von (endlichen) 
Untergruppen von G ist. 

Diesbeziiglich zeigen wir hier nur, dafi (44) jedenfalls fiir alle z—1,2,... 
existiert. Fiir jedes solche z ist namlich die Folge 

Oz Ana An) (ial 2) 
nach den Satzen 9, 11 beschrankt und monoton, weshalb sie konvergent ist. 
Wir haben noch zu zeigen, daf ihr Grenzwert von der Reihenfolge der 


A,, Ay,... unabhangig ist. Zu diesem Zweck bezeichne B,, B,,... eine andere 
Anordnung von A,,A),.... Zu jedem n gibt es dann ein m, so dafi alle 
A,,..., An unter den B,,..., 8, vorkommen. Nach Satz 11 gilt dann 


0(z;Ai,..-, An) 2 o(Z; Bi,..., Bm), 
woraus 
lim.o(2;Ay,.-., An) = lim o(2; By, 5.5, Bn) 


folgt. Aus Symmetriegriinden gilt dies auch mit ,=“, also auch mit ,—“. 
Das beendet den Beweis, womit wir die Existenz von (44) fiir z=1,2,... 
ausgewiesen haben. Auch folgt aus diesem Beweis, dai Satz 9 nebst Zusatz 
fiir (44) seine Giiltigkeit behalt, d. h. 


0 = e(2; Ai, A,,...) S1—(min ((A)), (Ap), .. .) (<1) (fet 2s 
ist. 

Im Fall unendlicher Abelscher Gruppen haben wir (44) fiir die (reellen 
oder komplexen) Stellen z= 1, 2,... bisher gar nicht allgemein untersucht, 
weshalb wir tiber das etwaige analytische Verhalten der entsprechenden Zeta- 
funktionen C(z)—o(z;A,, Ay,...)! noch nicht orientiert sind. Die Unter- 
suchung scheint fiir die (unendlichen) Abelschen Torsionsgruppen mit lauter 
endlichen p-Untergruppen aussichtsvoll zu sein. Allerdings gibt es unendliche 
Abelsche Gruppen, fiir die die Zetafunktionen sich trivial verhalten. So ist es 
z. B. mit der Priiferschen Gruppe C(p®) (p-Primzahl) definiert durch die 
Erzeugenden @,,@,,... und die zwischen ihnen bestehenden Gleichungen 


a?=1, a =a,, ¢,¢,—4,¢, isk es lo 28) 
Da jetzt die sdmtlichen echten Untergruppen die Kette 


BS 
{@,} C{a\c:.- 
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bilden, so folgt aus Satz 2 leicht, da® in diesem Fall stets 


0(z; A,, Ay, .. )=o(z; Ai) =1—(A,)° 
gilt, wobei A; das minimale unter den A,, Ao,... bezeichnet. Dieses auferst 
einfache Benehmen der Zetafunktionen fiir die Gruppen C(p®) steht im Ein- 
klang damit, dafi diese Gruppen sonst auch in vieler Hinsicht eine Sonder- 
stellung in der Gruppentheorie einnehmen. Soviel steht fest, daB die Zeta- 
funktionen sehr empfindlich gegen die Kompliziertheit der zugrunde gelegten 
algebraischen Struktur reagiert. 


(Eingegangen am 22. Dezember 1954.) 
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¢--DYHRUUM B AJITEBPE 
JI. Pemeu (Cereg) 


(Pe3 Me) 


Tycrs M — npousponbHoe MHOMKeCTBO ; OOO3HAUMM Hepes (M) (0, 12) ms oo) YNCIO 
anementos ot M, Vrar, ecan M sapnsaetca (anre6pauyeckon) cTpyktypon (rpynnon, KObUOM, 


ul ayaer nopafoK oT M. 
noxyrpynnot u Tt. 1.), TO (M) 03H 
‘ Ave n — HeoTpuuaTembHOe Wen0e YNCIO. O6o3HauumM yepes Mt MHOXKeCTBO 4NnCeT 


1,..., n. (Econ n=O, To %—O aABaneTca NyCTbIM MHO>KECTBOM.) eek eee 
Ilyctb jana Tenepb CrpykTypa S, wu MOCMOTpUM pacers ~2s, An pi API 

(Eco Srpynna wav KOABUO U.T.1., TO KaKMOe U3 MHOKECTB Ai ABAACTCA ies Be 

wa KombUOM 4H. T. 0.) Tipu m1060m W(S Y) o6osHauum 4epes As NO-CTpyKTypy 

WeHHyto aeMeHTAaMH NOACTPyKTyP Ai ((€ MM). Paccmotpum cucTtemy 

(1) (Am) 


mina 
(Ona ne nerko OGo38puma A@KE B TOM 4aCTHOM Cry4ae, Korga S KoHeyHad aOeneBa rpy 


OCMEN). 


My tlic 3: : a 
“GPs WONyUMTb CBeAeHHA O cHCTeMe (1), ompenenuM C MOMOLIbIO KOMMIEKCHO 
nepemennon z gia Rz > 0 dynKunto 
SS! (Me A ,\-2 
An) =2. G1 (an, 
i) 


mR 


(2) o(z)=—0(2; Aj;.. =: 
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rae Rz osHayaeT BeLeCTBEHHYIO YaCTb Z M B Cily4ae Mt =O cnenyer cuntath (Am)—1. 
(KoweaHo, MOxKHO mpeHeOperaTh WieHaMH COOTBETCTBYIOULUMH cayyaimu (Ayr) oo, mw AIA 
MOMOMUTEIbHBIX C CHEAYET CHUNTATh C~* —e~* loge, r_e logc O3HAYaeT BELIECTBCHHOC 3HAYCHHE 


norapudma.) Byfem HaspipaTb (yHKuHH 


2 -1 
(3) C(z) = (2; At, -.-, An) =0(2)' =0(2; At, «++» An) 
¢-byHkuuamu (B amredpe). Pacnpoctpanum HawM onpeqeneHMaA Mu Ha cay4an O€CKOHEUHBIX ° 
(cueTHBIX) CucTem nogcTpyKTyp Aj, As,... Tak, YTOObI ObIN0 
(4) OES Bichon 04 \ == lim 0(z; Ay, ..+, An), 
n—-> © 


e€Cam TOMbKO Mpapad CTOpOHa CyeCTByeT M ee SHAYeHHE He3aBHCMMO OT NOPAAKa 4CHOB 
B mocmeqopatenbHoctn Ay, Az,.... C MOMOUIbIO aHAIMTMYeCKOFO MPOAOMKEHUA MOXKHO pac- 
MpOcTpawATb ONpepenenue B HEKOTOPHIX CAy4aAX Ha BCIO MIOCKOCTb. MO%KHO OXBaTbIBATb 1 
CTPyKTypbI C ONepaTOpaMH, OrpaHu4yMBadch MOACTPyKTYpaMH, OMYCTUMBIMM OTHOCHTC/bHO 
onepatopos. Ecau S rpynna uam KOAbILO, TO MO*KHO OMpefemeHue ,flyaMsupOBaTb“, B3AB 
BMecTO Asy nepeceyenne nogctpyKtyp Ai (iG IM), u BMecTo nopsAKoBoro uucaa (Am) HHAeKC 
{S: Am) (,mBoictBenHad ¢-cpyHkuna“). (Ecnm ofHako S KoneuHad aOenepa rpynna, TO 
JBOMCTBEHHBIC $-pyHKUMM B COBOKYMHOCTH COBMafatoT C ,,OObIKHOBeHHBIMH” [-(pyHKIMAMH.) 
Ecau, B 4“actuoctu, Ai (i =1,2,...) ecTb rpynma nopsfka pi, rae pi OsHayaeT i-0e 
TIpoctoe uucno, a S aBaAAeTCA MpAMbIM MpOnsBefeHHemM rpynn Aj, As,..., TO OYCBUAHO 


@ 
$2; Aj, Ay, -=,)=— 0043 Ay Arnced: 1) Ll ee 

i=1 
a 3TO eCTh Kak pas ¢-cbyHKuma Pumana. Ecan S 6eckoneyHad unKaM4uecKad rpynna, a 
Ai ((=1,2,...) ee moprpynnbi nHAeKCoB pi, TO COOTBETCTBYIOMIAA WBOHCTBeHHAaA ¢-(pyHKUAA 
€cTb OnATS ¢-pyHKuuA Pumana. Ecam xxe P KOnbUO UenbIX 4NCen anreOpan4ecKoro YuCcIO- 
BOrO Tela KOHe4H! M CTemeHM, a Aj, Ao,... BCe MpocTbie ufeanbt P (MHBIMM CIOBaMH: BCE 
MAKCHM@JbHbIC AONYCTHMbIe MOAMOAYAM ONepaTOpHOrO MOAyaA P+, rae OMepatuA OSHAYaeT 
YMHOMKEHHE Ha JMCMEHTHI P), TO COOTBETCTBYIOMLAA ABOMCTBeHHAaA ¢-byHKUMA eCTb ¢-byHKuUHA 

Jlenekunga, npuvannexausen P. 

ABTOpOM OpuI AO CuxX NOp Somee MOAPOGHO paccmoTpeH TOAbKO CayHail, KOrya S=G 
€CTh KOHeYHaA adenepa rpynma. Kpome HeCKOAbKUX NOYTH TPMBMANbHBIX COOTHOUICHHH 


(reopembt 1—7) umeeT mecro ,OCHOBHad Teopema ¢-(byHKUMM KOHEYHBIX aOeneBbIX rpynn : 
Umeer mecro cootHouenne 


) (25 Ay, «+ An) = 2, (H)*»(G/H), 
re A npoderaer nogrpynnst G ne copepxarouue Hu OAHy M3 noprpynn A,,..., An, G/H 


osHadaeT (pakToprpynny a ibyHKunA yw Onpepenena caenyrouyum OOpasom: Ecan P Koneynaa 
adenesa p-rpynma C KOHeYHBIM “nCHOM ¢ MHBApHaHTOB, TO 


w(P) = (1—p-*) (Ips) + (I—pt-»-9), 
..., Pk BCe pasanunpie cun0BcKNe noArpynnbl KOHeYHON adeneBON rpynnbi, TO 
(Py +++ Pk) = (Pi) +++ p(Pr). 


HawOonee Baxubim creaCTBHeM saBAAeTCA »TeopeMa MHePlnn KOHEYHbIX aAOeeBbIX 
“ it] 
rpynn » COOTBETCTBEHHO KOTONOH BCerfqa HMeeT MeCTO 


(6) Wty tee | (z=3 1,275). 


Ota TeopemMa ABAAeTCA ONTUMANDHO C Tpex TOUeK apennsa. Bo nepspix, ecau z(=1) 
BEUCCTBEKHOE HELCNOC 4NCIO, TO.HM OMHO M3 HeEpaBeHCTB 


C S012} Aj pant, An) eG 


ecan xe P,, 
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He BbINOHACTCA BCerfa, Kak Obl HM 3aaTb BeeCCTBCHHbIe 4ncna c,C. Bo sropprx AA 


mro6oro yenoro nOnOKUTeNbHOrO 4uCAa Zz Ha NeROii cTopoue (6) uMeeT MeCTO paBeHCTBO 
BO O€CKOHEYHOM 4nCcHe (HETpuBMaAbHBIX) cayuaes. Bo tpetpax, ecan A,, 


..., An mogrpynupi 
KOHC4HOH HEKOMMYTATHBHOK rpynnn, 


TO AeBaxt CTOpoHa (6) BOOOMe HeCNpaBepauBa, axe 
C<0(Z; Ay, ..., An) ‘ (GNP ond) 
He BbIMOJHACTCA HA TPH KaKOM Cc, 


JjanbHeuuimm cneqcTBuem u3 (5) apaaetca (B Cnyyae KOHeYHBIX adeneBEIx rpymz) 
yCBOUCTBO MOHOTOHHOCTH “ 


@(23A;,..., An) = o(; Aj, .-.; An-1) (z=1,2,...). 
MoxHO OxMAATH HHTEpecuBle pesybTaTbI U OT HCCeAOBAHHA (O€CKOHEYHBIX) Nepnomn- 
4eckux aOeneBbix rpynn. Jlna Hux e(Z; Ay, Ay, ...) cyuyectsyeT npu z—1,2,... u B aHanorun 


¢ (6) umMeeT mecTO 
ORs e(ZsrAy As. 2.) | (Za hoe) 


_NEUER BEWEIS DES HAJOSSCHEN SATZES 
UBER DIE ENDLICHEN ABELSCHEN GRUPPEN 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), Mitglied der Akademie 


Herrn Prof. Dr. Lapistaus KatmAr am 50. Geburtstage mit Freundschaft zugeeignet 


Durchgdngige Bezeichnungen : 

G eine endliche Abelsche Gruppe mit mindestens zwei Elementen. 

é Einselement von G. 

a, B,... (mit oder ohne Indizes) Elemente von G. 

a, 6,... (mit oder ohne Indizes) ganze Zahlen. 

_ p,g,r (mit oder ohne Indizes) positive Primzahlen. 

{...} die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte Untergruppe von G. 

o(...) die Ordnung eines Gruppenelementes. 

O(...) die Ordnung einer Gruppe. 

eae a) ( {2 .'. }). 

A (mit oder ohne Indizes) ein Komplex (d.h. eine Untermenge) von G. 
Unter dem Produkt A,...A; der Komplexe A,,..., A, verstehen wir 
wie tiblich den Komplex aller verschiedenen @,...@, (@:€ Ai; i=1,..., 4). 
Erscheint in dieser Form jedes Element von A,,+..A, nur einmal, so 
nennen wir dieses Komplexprodukt direkt. Bei uns werden ausschlieflich 
direkte Komplexprodukte vorkommen, auch wenn wir es nicht aus- 
driicklich betonen. 

(a), der Komplex mit den Elementen ¢,¢,...,@°" (0(@) 022) Wir nen- 
nen (a). ein Simplex (von G). Dies ist dann und nur dann eine 
(zyklische) Gruppe, wenn o(«)—e ist. Insbesondere nennen wir (@), 
ein Primsimplex. Gilt G=(&).,::-(@)o, und ist die rechte Seite ein 
direktes Produkt, so nennen wir sie eine Hujdssche Zerlegung (ven GC). 


Diese nennen wir im Fall ep: ((=1,...,”) prim. 
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§ 1. Einleitung 


Der beriihmte, vor 14 Jahren entdeckte Satz von Hajos [2] (s. auch 
Hajos [1]) lautet so: 


Satz 1. In jeder Hajésschen Zerlegung von CG ist mindestens ein Faktor 
eine Gruppe. 

Diesem Satz verleihen neben seiner Wichtigkeit auch die unerwarteten 
Schwierigkeiten des Beweises einen besonderen Reiz. Wohl ist namlich der 
Satz dem Wortlaut nach eine der einfachsten in der Gruppentheorie, auch 
bieten sich zum Beweis viele trivial erscheinende Wege an, zur peinlichen 
Uberraschung zeigen sich aber die meisten von ihnen sehr bald als Irrwege, 
die nur da sind, um einem zu erschweren, einen richtigen Weg zum Beweis 
zu finden. 

Hajos iiberwand die Schwierigkeiten mit einer genialen Idee, die nach 
Heranziehen des Ringes 3(G) von CG itiber dem Ring 3 der ganzen Zahlen 
hauptsdchlich in einer feinen Nullteileruntersuchung bestand. Sein glanzender 
Beweis ist bis heute der einzige geblieben, doch wurde dieser durch REDE! [5] 
und noch weiter durch SZELE [9] bedeutend vereinfacht. (S. auch das Buch 
von REDE! [7], wo dieser vereinfachte Beweis moéglichst kurz ausgearbeitet 
ist.) Wir bemerken, da& wegen der Abstraktheit des von tiefen Gedanken 
erfiillten Beweises von Hajos sein Satz auch noch heute sehr geheimnisvoll ist. 

Ich habe friiher (vgl. REDeEI [6]) den Satz rein gruppentheoretisch, 
prinzipiell sehr einfach aber in der Ausfiihrung ziemlich kompliziert auf den 
Spezialfall der p-Gruppen reduziert, konnte jedoch damals auf diesem Wege 
nicht zu einem vollstandigen Beweis kommen. Es schien deshalb, dai die 
eigentlichen Schwierigkeiten des Satzes in diesem Spezialfall konzentriert 
sind, welche Meinung auch im Beweis von Hajés ihre Unterstiitzung findet, 
da dieser sich fiir p-Gruppen nicht kiirzer gestaltet. 

Nach vielem Mifierfolg, aber von den Schénheiten des Satzes immer 
neu angeregt fand ich endlich fiir den Fall von p-Gruppen einen iiberraschend 
einfachen Beweis. Vollstandigkeitshalber fiihre ich den Beweis auch fiir nicht- 
p-Gruppen aus; dieser Teil des Beweises ist im wesentlichen eine Repro- 
duktion meiner vorigen Arbeit [6], doch mit einigen Vereinfachungen. 

Am Ende meines Beweises fiir p-Gruppen beniitze ich einen kurzen 
ringtheoretischen Schluf im auch von HajOs verwendeten Gruppenring 3(G), 
sonst ist mein Beweis gruppentheoretisch. Als ich das Herrn SzELE erzihite, 
hat er bemerkt, dai sich dieser ringtheoretische Schlu® wahrscheinlich durch 
einen gruppentheoretischen ersetzen laft. Das ist wenn auch etwas kompli- 
ziert in der Tat méglich, das ich im §5 zeigen werde. Es ist die prinzi- 
pielle Wichtigkeit zu betonen, daf somit fiir den Satz von Hajos durch die 


1 [ ] bezieht sich auf das Literaturverzeichnis am Ende unserer Arbeit. 
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wertvolle Mitwirkung von Herrn SzeLe auch ein rein gruppentheoretischer 
Beweis entstanden ist. 

Der Satz von HajOs brachte zurzeit auch die Uberraschung mit, da8 
ihn Hajos unabhaéngig vom Fundamentalsatze der endlichen Abelschen Grup- 
pen bewiesen hat und dieser nicht geeignet ist seinen Beweis zu verkiirzen. 
Dasselbe bezieht sich auch auf meinen Beweis, weshalb beide Sdtze mit 
groher Wahrscheinlichkeit voneinander vollig unabhangig sind. Das ist sehr 
merkwiirdig, da es natiirlich moOglich ist, mit Hilfe des Fundamentalsatzes 
den Satz von Hajos in Angriff zu nehmen; desto enttauschender ist seine 
Machtlosigkeit zum Beweis. 

Beziiglich des Verhdltnisses beider Satze zueinander soll auch bemerkt 
werden, dafi sich der Satz von Hajos als eine Umkehrung des Fundamental- 
satzes ansehen lat, da man diesen folgenderweise aussprechen kann: Jede 
endliche Abelsche Gruppe hat eine Hajéssche Zerlegung, in der alle Fakto- 
ren Gruppen sind. 

Nach diesen Bemerkungen liegt vor uns eine Synthese von zwei gleich 
wichtigen, einander erganzenden und (mit grofer Wahrscheinlichkeit) vonein- 
ander unabhangigen Satzen, namlich des Fundamentalsatzes und des Satzes. 
von Hajos. 

Es ist auch eine merkwiirdige Gegeniiberstellung beider Satze, daf der 
Fundamentalsatz sich von p-Gruppen auf nicht-p-Gruppen trivial verallge- 
meinern lat, dagegen in meinem Beweis eben der Fall von »-Gruppen sehr 
einfach und die Verallgemeinerung auf nicht-p-Gruppen kompliziert ist. 
Vielleicht 1a48t auch diese Unverhaltnismafigkeit hoffen, da der zweite Teil 
meines Beweises vereinfachbar ist. | 

Ein wesentliches Moment ist es, da wir den Hajésschen Satz in seiner 
von uns bald nach seinem Entstehen entdeckten ,scharfen“ Form beweisen 
werden. (Vgl. REDE! [3]. Es ist ein eigenartiger Zug vom ganzen Problem- 
kreis des Minkowski—Hajosschen Satzes, dafi auch die beiden, eta Satz 
von Hajos aquivalenten Minkowskischen Vermutungen je eine »scharfe ; For- 
mulierung zulassen. Vgl. REDEI [4], wo diese drei Satze in ,schwacher“ und 


,scharfer“ Form angefiihrt sind.) : 
Um die scharfe Form des Satzes von Hajos aussprechen zu konnen,. 


betrachten wir Systeme 


(1) | 
Wir nennen (1) ein geordnetes Normalsystem (fiir {@, mre @,}), wenn 
Olay, ..-, Ont =H Or- ++ ek (Kea 4s cs A) 
ist. Mit anderen Worten bedeutet das, da zur Untergruppenkette 
ela} Clay, Gy} SC: C{M,.+-, On} | 
., én gehort. (Fiir Primzahlen e,,...,@, andelt es sich 


Gl «-- “| CR a 
Cetin Cp 


die Indizesfolge é:, .- 
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um Kompositionsreihen.) Unter einem Normalsystem schlechthin verstehen 
wir ein System (1), das durch eine Vertauschung der »opalten* @:, e; (i=1, -.,2) 
in ein geordnetes Normalsystem tiberfiihrbar ist. (Statt ,.Normalsystem“ sagen 
wir auch ,normales System“.) Nunmehr verstehen wir unter dem scharfen 


Hajésschen Satz den folgenden : 
Satz 2. Dann und nur dann ist 
(2) G= (Gi) male 
eine Hajossche Zerlegung, wenn (1) ein Normalsystem fiir G ist. 


Dieser Satz ist in der Tat eine Verscharfung vom Satz 1, denn in einem 
Normalsystem (1) mufi nach seiner Definition fiir mindestens ein / die 
Gleichung o(@;)) = O{a:} =e; erfiillt, d.h. der Faktor (@;)., eine Gruppe sein. 

Gleich hier beweisen wir den Teil ,dann“ vom Satz 2. Im Fall eines 
Normalsystems fiir G sind die Produkte 


k k . 
Cie: Oe (k;=0,..:,¢—13 i=1,.-., 2) 


offenbar die samtlichen verschiedenen Elemente von CG, was eben besagt, 
daB (2) eine Hajéssche Zerlegung von GC ist. 

Da hiernach der Teil ,dann“ vom Satz 2 eine Trivialitat ist, somit das 
Gewicht von ihm im Teil ,nur dann“ liegt, den wir allein noch zu beweisen 
haben, so werden wir im folgenden ,Satz 2“ oft mit seinem Teil ,nur dann“ 
identifizieren. 

Ubrigens werden wir sehen, dai Satz 2 eine fast triviale Folgerung 
vom Satz 1 ist (vgl. Hilfssatz 1 nebst Korollar im § 2). 

Natiirlich ist Satz 2 insofern Satz 1 iiberlegen, als er die Hajésschen 
Zerlegungen vollstandig charakterisiert, wahrend Satz 1 nur eine notwendige 
Bedingung fiir sie ausspricht. Diese Uberlegenheit macht Satz 2 fiir einen 
induktiven Beweis besonders geeignet. 

Wir bemerken noch, dai die leichte aber wichtige Reduktion von Hajos 
auf den Fall von Primsimplexen auch in unserem Beweis unentbehrlich wird. 
Sonst haben beide Beweise keine Beriihrungspunkte. 


§ 2. Reduktion des Beweises 


HILFSSATZ 1. Gilt Satz 1 fiir eine gegebene Hajéssche Zerlegung (2) 
von G und gilt Satz 2 fiir die Gruppen von kleinerer Ordnung als G, so 
gilt Satz 2 fiir die gegebene Zerlegung (2). 


KOROLLAR. Hieraus folgt die Aquivalenz der Satze 1,2. 


* Beziiglich anderer neuerer Forschungen im Problemkreis des Satzes von Hajés 
s. man Répet [8]. 
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: Zum Beweis legen wir uns eine Hajdéssche Zerlegung (2) von G vor, 
in der z.B. (@,)., eine Gruppe ist. Dann ist diese gleich {@,}, ferner gilt 
O(a} =0(a) =e. Aus (2) folgt G={a@,...,@n}. Nun ist im Fall n=1 
die Behauptung klar. Im Fall n= 2 gewinnen wir aus dem Gesagten, dab 

(G2 { 1} eye (Gn { a, } Den 
eine Hajéssche Zerlegung der Faktorgruppe G/{«,} ist. Wegen der Voraus- 
setzung ist also 

ea 

C5 coe Ey, 

ein Normalsystem (fiir G/{@,}). Hieraus und aus Ofa,}=e, folgt, daB (1) 
ein Normalsystem fiir G ist, was wir zu beweisen hatten. 


HILFSSATZ 2. (HajOs) /st Satz 1 fiir die primen Hajésschen Zerlegungen 
von G richtig, so ist er fiir alle Hajdsschen Zerlegungen von G richtig. 
Denn legen wir uns eine Hajéssche Zerlegung (2) vor. Diese JaBt sich 
mit wiederholter Anvendung der Formel 
(@)p=(@)-(@),  — (0(@) Bef; e, f= 2) 
in eine prime Hajéssche Zerlegung verwandeln. Zum Beweis vom Hilfssatz 2 
gentigt es also folgendes zu zeigen. Gilt eine direkte Produktzerlegung 
GAB (A 8), 
wo A eine Gruppe ist, so ist auch (@), eine Gruppe. Um dies zu beweisen 
nehmen wir ein Element «(+ ¢«) von A. Wegen ecA=—A besteht 
@(0). = (2)e- 
Hieraus folspt a=o0 (0<k<e), 0° =ao’*=o' OSl<e), o°'=«, also 
wegen 0(0) =e auch o(0)e, womit der Beweis beendet ist. 
Aus den Hilfssatzen 1,2 kommen wir zur folgenden: 


- REDUKTION DES BEwEISES. Gilt Satz 1 fiir die primen Hajosschen Zerle- 
gungen von G und gilt Satz 2 fiir die Gruppen von kleinerer Ordnung als 


G, so gilt letzterer auch fiir G. 
Aus Hilfssatz 2 folgt namlich, daB Satz 1 fiir G gilt. Weiter folgt 
hieraus nach Hilfssatz 1 in der Tat die Richtigkeit von Satz 2 fiir G. 


§ 3. Beweis fiir p-Gruppen. 


Lemma. ist fir &,-..,é (2 21) 
(3) Ofigge ae e 
und gelten alle Ungleichungen 


(4) Olt: ...%)2P (sis <hem leksn—)), 
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so gibt es Potenzen S,,...,Sn VON Pp, SO dap 


i tee 

(5) sees 

ein Normalsystem (fiir {@,,...,@nj) tst. | 
Im Fall n—1 ist die Behauptung trivial. Im Fall nm =2 machen wir 

die Induktionsannahme, daB die Behauptung fiir die Systeme @,,...,@, mit 

kleinerem o(@,)---0(@,) richtig ist. Erstens betrachten wir den Fall, daf in 

(4) mindestens einmal ,—“ gilt. Dann diirfen wir mit passender Reihenfolge 

der «,,...,@, annehmen, daf fiir ein m (1 =m=n—1) 

(6) Of; eal =e 

ist. Da ferner (4) fiir m statt n noch mehr gilt, so gibt es nach der Induk- 

tionsannahme Potenzen s,,...,S, von p, so daf 


ae ek Se 
(7) 

Pi Tee 
ein Normalsystem ist. Hieraus und aus (6) folgt auch 

s Sm 

(8) {Qj ces Om) =a On ete 
Wird andererseits 
(9) eh ee eee 


gesetzt, aufgefafit als Element der Faktorgruppe G/{@,...,@n}, so folgen 
aus (3), (4), (6) offenbar 

Of aoa: sey &4} =p, 

Of@i,,..., &,) = pt (m+1<i<:-<iSn; 1=ksSn—m—}). 
Da ferner stets o(@)|o(e) ist, so folgt hieraus wieder nach der Induk- 
tionsannahme die Existenz von Potenzen Sy41,...,S, von p, so dab 

~Sm+l ald 

10 ba RY fH 
(10) pig 
ein Normalsystem ist. Wegen (8), (9) setzen sich die Normalsysteme (7), (10) 
zum Normalsystem (5) zusammen, womit die Behauptung fiir diesen Fall 
bewiesen ist. Zweitens haben wir nur noch den Fall zu betrachten, dab 
(statt (4)) sogar 


(11) O{e,,...4%J=P Usi<--<haen; leaker 


gilt. Insbesondere ist dann O{@,...,@,} =p", also wegen (3) 

{@], @,...,@n} = p”. 
Hiernach und nach (11) behalten (3), (4) ihre Giiltigkeit bei Ersetzung von 
a, durch @f. Wegen (4) gilt dabei o(@,) = p, also o(@?) < o(@,), somit folgt 
aus der Induktionsannahme mit Anwendung auf das System @?, @,...,@, die 


Richtigkeit der Behauptung auch fiir diesen Fall (jetzt sogar mit s, = p). Das 
beweist unser Lemma. 
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Nunmehr kénnen wir Satz 2 fiir p-Gruppen beweisen. Nach der Reduk- 
tion im § 2 geniigt es zu zeigen, daf in jeder Hajosschen Zerlegung 
(12) G == (G1)p 2 (Cn) 
mindestens ein Faktor eine Gruppe ist. 

Wegen der Annahme gilt (3), ferner ist jedes Teilprodukt von (12) 
ebenfalls direkt, weshalb auch (4) erfiillt ist. Nach dem Lemma gibt es also 


Potenzen s,,-..,S.: von p, so- daB (5) ein Normalsystem ist. Gilt dabei 
Si —="**==Sn=1, So sind wir mit dem Beweis fertig. Im anderen Falle diirfen 
wir annehmen, dafi mit einem m 

(13) PIS), -+2, Sm3 Smat == ++: =S,=1 (b= t= -n) 


gilt. Da (5) ein Normalsystem ist, so folgt unter Beriicksichtigung von (12) 
aus dem Teil ,dann“ vom Satz 2, daB auch 


(14) eet (iy ete Oe Jot nein 0 (Cay 
eine Hajéssche Zerlegung einer Gruppe ist. Wir werden in einen Wider- 
_spruch geraten, womit der Beweis beendet wird. 

Einen Augenblick nehmen wir den im § 1 erwahnten Gruppenring 3(G) 
zu Hilfe. Gleichzeitig 4ndern wir unsere Bezeichnungen so ab, dai wir mit 
(a). das Element ¢+«@-+----+ e@°! von J(G) bezeichnen, nach dem die rechte 
Seite von (12) ebenfalls ein Element von 3(G), und zwar die Summe der 
Elemente der Gruppe G bedeutet. Da diese «, enthdlt, so ist das (¢—a,)- 
fache der rechten Seite von (12) gleich 0. Wegen (13) und der Formel 

(e—a) (@):(@)) = eet 
gilt also noch mehr 
(e—ai')... (E€—@n’) (@nrt)p - . » (np =. 
Nach Ausmultiplizieren tritt links das Glied « auf, welches also gegen ein 
anderes Glied aufgehen muf. Das steht aber in einem Widerspruch damit, 
daB das Simplexprodukt (14) direkt ist, womit wir Satz 2 fir p-Gruppen 
bewiesen haben. 


§ 4. Beweis fiir nicht p-Gruppen 


HiLFssATz 3. Es gilt 
(15) (ct,)p, -« (@n)pn = (@1)p, «= «(non (B15 I=1) 05 h), 
vorausgesetzt, dap die linke Seite eine Hajossche Zerlegung einer Gruppe ist, 
ferner gilt dann 


p:\0(@:) i= Sua eb 
Es geniigt namlich folgendes zu zeigen: Es gilt 
(16) (a)A = (a')pA (p xd), 


wenn die linke Seite die Zerlegung einer Gruppe in ein direktes Produkt 


3 Acta Mathematica V1/1—2 
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und «¢A ist, ferner gilt dann plo(«). Um dies zu beweisen beriicksichtigen 
wir, daB @€(a),A, also e(a),A=(a),A ist. Wegen a(d)pHoa, .o., Gttigws: 
hieraus «? A=A, also allgemeiner 
| avA=—A (tee Oana 

Hiernach mu& plo‘a) sein, denn im anderen Fall wiirde «A — A folgen, was 
aber wegen der Annahme unméglich ist. Da ferner @*A nur von der Rest- 
klasse k (mod p) abhangt, so ist auch (16) richtig. Das beendet den Beweis 
vom Hilfssatz 3. 


Hitrssatz 4. /m Falle eines geordneten Normalsystems 


' 83 z] (p"| 0 (ce), ..+, 0(@m)i m = 1) 


Bead 
(fiir {a,,..., @n\) laBt sich jedes Element «(== ) von {a@,,..., @m} in der Form 
e=a...0n (pXk,; pXK oder kk =0;i=2,...,m) 

schreiben. 


Wir machen die Induktionsannahme, dai die Behauptung fiir die kleine- 
ren Werte von m richtig ist.. Aus der Voraussetzung fo.zt das Bestehen 
einer Gleichung 


a= as... 0m (seis p—l0Sb splits 


Im Fall s1 sind wir mit dem Beweis fertig. Im Fall s = 2 beriicksichtigen 
wir, dai a’ wegen der Voraussetzung ein von ¢ verschiedenes Element von 
{@,,...,@s-1} ist. Da ferner auch 


& See -) 
fie he ye 
ein geordnetes Normalsystem ist, so folgt aus der Induktionsannahme das 


Bestehen einer Gleichung 


ky 


a =eat...ecF (DY kK; pX ky oder k=0; i= 2;...) st) 
Aus beiden Gleichungen folgt 


k hax¥ —p+l lg+1 1 
C= Oy... Mey he eae Oe 


womit Hilfssatz 4 bewiesen ist. 


HILFSSATZ 5. Ist 
(17) G = (cry... (non 
eine Hajossche Zerlegung und sind 
QQ; Oy Qi OF Gr 
18 1 | | earned ‘| : fo foe yp Fi a 
Us) Pi Pi «++ Di Pj Pj +++ Pj irda dita ded ae 


zwei geordnete Normalsysteme, wobei die in (18) vorkommenden «;,, @;, von 
Primzahlpotenzordnung sind, so sind @;, @;,,..., a), @j,,... verschieden. 
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Jedenfalls sind namlich @i,@i,,..., desgleichen auch @,,@,,,... unter- 
einander verschieden. Ferner ist wegen der Voraussetzung kein Glied dieser 
Folgen dem ersten Glied der anderen Folge gleich. Wenn also die Behauptung 
falsch ist, so diirfen wir (ndtigenfalls nach Streichung einiger hinterer Spalten 
der Systeme (18)) annehmen, daB die gesagten zwei Folgen mindestens zwei- 
gliedrig und ihre letzten Glieder @; —a;, gleich sind, sie aber sonst keine 
weiteren gleichen Glieder enthalten. Wegen «; —«@; miissen p,, p; gleich sein. 
Wir setzen ere : | 


P=Pi=Pj, = ai, =a) (+8). 
Da die Systeme (18) normal sind, so gilt 
ae {@i, Bijyerey Gi ot {a@;, Cj y sees Qt 
Es ist auch klar, dal die o(@;), 0(@:,), 0(a;), 0(@;,) Potenzen von p sind. Hier- 
nach kénnen wir Hilfssatz 4 auf das Element @ und beide geordneten Nor- 


malsysteme anwenden, die aus (18) nach Streichung der letzten Spalte ent- 
stehen. So kommen wir zu einer Gleichung von der Form 
(19) CAA eae Cd, ts 2 (428), 
wobei jeder Exponent entweder durch p nicht teilbar oder gleich O ist. Wahlt 
man also die ¢; im Hilfssatz 3 passend, so treten beide Seiten von (19) beim 
Ausmultiplizieren der rechten Seite von (15) auf. Da aber diese (mit (17) 
zusammen) ein direktes Produkt ist und @;,...,@;, ,, @,..., @,_, verschieden 
- sind, so ist (19) unméglich. Dieser Widerspruch beweist Hilfssatz 5. 
Nunmehr kénnen wir Satz 2 auch im Fall beweisen, da GCG keine p- 
Gruppe ist. Zu diesem Zweck machen wir die Induktionsannahme, daf Satz 2 
fiir die Gruppen von kleinerer Ordnung als G richtig ist, ferner nehmen 
wir an, daB Satz 1 fiir eine prime Hajéssche Zerlegung (17) von G falsch ist. 
Nach der Reduktion am Ende des § 2 geniigt es hieraus einen Widerspruch 


abzuleiten. 
Aus Hilfssatz 3 folgt sofort, da8 (mit verénderten Bezeichnungen) auch 


eine (prime) Hajéssche Zerlegung 


(20) G= (eB p.---(tmBn)p, (ren, (NBO; M+-n > 0), 
gilt, wobei 
(21) 0(&:) = pi == 0(6:) = 4% (Lae, =. ert), 


(22) o(yi) eine durch r; teilbare Potenz von r; ist (i=1,...,7). 
Mit (20) zusammen sind nach Hilfssatz 3 auch 


(23) C= (hp CREM, (Pre 1 Dr 
(Dix a, ef CLS, 00, HG emir nl) 


lauter Hajéssche Zerlegungen. 


3* 
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Wenn in (20) m=O ware, so liefert ein geeignetes Teilprodukt von (20) 
eine Hajéssche Zerlegung einer Sylowgruppe von G. Das ist aber wegen (22) 
unméglich, da doch Satz 2 und noch mehr Satz 1 fiir p-Gruppen richtig ist. 
Folglich muS m=1 gelten. 


Wir zeigen, daf es zu jedem i(—1,...,m) mindestens ein geordnetes 
Normalsystem 
Gi. Vo Yt --- Yu a is 
(24) Piear ese (1s= 37,0 -.4 0 ae 
und ein von i verschiedenes i’(=1,..., m) mit 
(25) BEE (Ci, Vey ty -»* 9 Yuos (fF =P 7) 
gibt. 


Als einfacher Spezialfall von (23) gilt ndmlich (20) auch nach Ersetzung 
des i-ten Faktors durch («),,. Da dieser nach (21) eine Gruppe ist, so 
ist fiir die entstandene Hajéssche Zerlegung von G Satz 1, also wegen der 
Induktionsannahme und Hilfssatz 1 auch Satz 2 richtig. Hiernach ist das 
dieser Zerlegung entsprechende System (1) normal. Letzteres geht nach 
passender Spaltenvertauschung in ein geordnetes Normalsystem iiber, das. 
offenbar von der Form 


a RG ery el ae Pee As 
26 | ) fet 
(26) Pow unt. tes et), 
sein muh (die y;,7,.--,7%« kénnen auch fehlen), wobei sich mit Notwen- 


digkeit auch m= 2 ergab. Hieraus folgt, dai auch (24) ein geordnetes Nor- 
malsystem und 


(ai Br)” € {i Ys, Yt, +-+5 Va} 
ist. Hier fallt @ wegen (21) heraus. Ferner ist nach (24) der Exponent p; 
prim zu 0(6,), weshalb in der Tat auch (25) richtig ist. 

Nun denken wir uns zu jedem i(—1,...,m) ein geordnetes Normal- 
system (24) und ein i’(=1,...,m) mit der Eigenscnaft (25) festgewahit. 
Insbesondere ist dann 

it G== 1,555,507) 
eine Abbildung der Menge der Zahien 1,...,m in sich ohne Fixelemente. 
Folglich gibt es eine Untermenge dieser Menge mit mindestens zwei Elemen- 
ten, die dabei permutiert wird. Diese Permutation laBt sich nach passender 
Umordnung der Faktoren von (20) durch 


(27) i’ (i=1,..., 32S m =m) 
angeben. 


Fiir jedes i(—1,..., 7m) bezeichnen wir mit M; die Menge der Ele- 
mente in der ersten Zeile von (24). Da nach (23) insbesondere 


B= (ai)p, ++ (mpg dere (Ye 
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gilt, so folgt aus Hilfssatz 5, daB die M\(i=1,...,m) paarweise element- 
fremd sind. 

Wird andererseits Hilfssatz 4 auf das geordnete Normalsystem (24) und 
das Element 9; in (25) angewendet, so entsteht eine Gleichung von der Form 


fai Gey... mo 


wobei {4,..., u(+=@;) verschiedene Elemente von M; sind und jeder Expo- 


nent prim zur Ordnung der Basis ist. Nach Multiplizieren dieser Gleichungen 
entsteht wegen (27) und des vovher Gesagten eine Gleichung 


(@i'B,)... (an? Bn) Yi. Ya" 8, 
wobei jedes d, gleich 0 oder zu o(y,) prim ist. Diese Gleichung steht aber 


im Widerspruch damit, daf (23) ein direktes Produkt ist. Das beendet den 
Beweis des Satzes von Hajos in seiner im Satz 2 gefaBten scharfen Form. 


§ 5. SchluBbemerkungen 


Wir wollen kurz skizzieren, wie sich der einzige ringtheoretische Schlu& 
im obigen Beweise des Satzes von HajOs der Bemerkung von Herrn SZELE 
folgend gruppentheoretisch ausftihren la8t, wodurch der ganze Beweis einen 
rein gruppentheoretischen Charakter erhalt. Hierzu haben wir folgende Be- 
hauptung auf gruppentheoretischem Wege zu beweisen: Die Annahme, dafi 
(12), (14) Hajéssche Zerlegungen von G sind und (13) gilt, ist widerspriichig. 

Nach (12) gilt namlich allgemeiner 


(28) Ce i ae (ai)p : IT (&x)p 
[a.— , eet 0 111, ,m| 


(Das ist sogar fiir beliebige ganze Zahlen aj, x; richtig.) Das Produkt auf der 
rechten Seite bezeichnen wir mit P(x) = P(%,.--,Xm) und nennen es gerade 
oder ungerade, je nachdem x, + --: + Xm gerade oder ungerade ist. (In der 
Wahrheit hangt P(x) auch von a,,...,@m ab.) Es ist klar, dai (nach Aus- 
multiplizieren) die Elemente von P(x) von der Form sind: 

: OCS Ves oi Dig te ea vt 
(29) on Ceiling oon ee oe sae Sena 


Ist jedes y; gleich 0 oder s;, so gehdrt (29) offenbar nur einem P(x) zu, 
und zwar ist 


3 2 z 
$2 SmUm _2m+1 Zn 
ae 22» Qn 


(30) ay 20 Om Am+1 

in einem P(x) enthalten. Wegen (14) sind diese Elemente (30) auch ver- 
a ‘ 1 shde ee 

schieden. Wir teilen sie in zwel Komplexe Apo, A; ein, Je nachdem x, + + Xin 
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gerade oder ungerade ist. Wegen des Gesagten ist jedenfalls Ay == Ai. Der 
gewiinschte Widerspruch wird so entstehen, daB wir A,—A, zeigen. Wir 
betrachten hierzu auch die iibrigen Elemente (29), in denen namlich mindes- 
tens ein y; mit O<y;<s; vorkommt. Man sieht leicht, dali jedes solche 
Element gleichvielen geraden und ungeraden P(x) zugehort. Da die Anzahl 
der geraden und ungeraden P(x) gleich ist und nach (28) alle P(x) gleich 
G sind, so folgt Aj—=A, in der Tat, womit der Beweis beendet ist. (Freilich 
war obiger ringtheoretischer Beweis viel eleganter.) 

Unser Lemma im § 3 verdient auch einiges selbstandiges Interesse. - 
Seine unmittelbare Verallgemeinerung wiirde so lauten: Wenn 


OG; 025 Cnt == Pies Das 


Di, << = Diy WAGE paces Ores (si,<---<hS0;1SkSn—1) 
gelten, so gibt es ganze Zahlen s,,...,S,, fiir die 
has stoners) 
ea, 


ein Normalsystem ist. Wir wissen nicht, ob diese Verallgemeinerung richtig 
ist. Wenn das auch der Fall ist, so kénnte man dadurch unseren Beweis 
(fiir nicht-p-Gruppen) doch nicht verkiirzen. Insofern ist unser Lemma ,scharf“, 
als seine weitere Verallgemeinerung auf den Fall beliebiger ganzen Zahlen 
€;,--+,€n(= 2) statt p,,...,p, sogar schon dann falsch ist, wenn dabei 
€,,.--,€, Potenzen von p sind, was wir mit folgendem Beispiel zeigen: Es 
bestehe 0(¢) =p’, 0(0) = p, o€ {o}. Fiir «=e, a, =eo gelten dann 


2 rp 9? 
Ola, &} = pp’, p’|O{a}, Ofas}, 


trotzdem ist 


St $5 
(“: | 
2 2 
p p 


fiir keine ganzen Zahlen s,, s, ein Normalsystem. Hieraus folgt, daB in unse- 
rem Beweis die im Hilfssatz 2 gefagte Reduktion auf den Fall von Prim- 
simplexen unterbehrlich ist. 


(Eingegangen am 29. Januar 1955.) 
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HOBOE /JOKA3ATEJIBCTBO TEOPEMbI XAMOLUA O KOHEYHbIX 
ABEJIEBbIX TPYNMAX 


JI. Peneu (Ceren) 


(Pest Mme) 


Ilycth G(=-¢) — koneuHas abenepa rpynna, ¢ .xe equHuua G. O6o3sHa4uum nopsapoK G 

yepes O(G) a nopafok onementa a(€G) uepes o(a). Ecau o(a)=e=2, TO o603sHa4nM 
MHO)KECTBO 3/IEMeHTOB ¢,a,..., a" uepes (a),. OHO OGpasyer rpynny OuyeBNAHO Torna u 
TONbKO TOrfa, KOrfa O(a)—e. SHaMeHnMas TeOpema Xaunow a, POKasbikaroulad runoTesy 
MuHKOBCKOrO ,O MpemenbHOM cCay4ae“ CHCTeMBI JIMHEMHbIX HePaBeHCTB, yTRepxKAaeT, 
4TO 
(i) G=(ay)e,-+-(an)e,, O(G)=e1... & 
BOZ3MOXKKHO JIMUIb eCau XOTA Obl OHO u3 MHOKECTB (c;),, OOpasyet rpynny. [lua sTOK 
TeOPeMbI MMENOCh WO CuX NOP TOAbKO OpurMHanbHOe POKasaTenbcTBO XaMowa (Cm. 
Xaowi [2]), ynpomennoe Pegen [5] u Cene [9]. Vigsnaraemoe HMDKe npocroe noxasa- 
TEIbCTBO UCNOMbSyeT NPEx_e BceroO MpoOcToN akT, TawKe NpnnasexKaunn Xanowy, 
4TO TeOpeMy fOCTAaTOUKO AOKasaTb ANA YaACTHOTO Caysad 


(2) G=(a)p,° *(@1)p, 5 O(G)=?p;: °*Dny 
re P;,---, P, MpocTbie uncia. 
Jlanbueviuium wiarom sABIAeTCH Cefyioliad HeTpyAnaAa 
JJemMa. Ecan @1,.++, &€G, p npocroe ucno uM 
3 O(fa1, «+25 Ci} =P, : Ane hte 
an Ofai,, ..., =P (i<—>-- iS 2) laksa n— 1); 
a,, MOXKHO yKa3aTb TaKMe CTENeHH Sj, sop Slee) 


TO, yHOOHO pacnOsarad SNCMCHTHI 4,.--, 
yncna p, 4TO 
s s eee, ean 
(5) Oe? 5th) =P (lsksn) 
({a, @,...} O3sHayaeT rpynny, MOPOKReHHy!O QNeMeHTaMH @, ~,... .) 
iW Be’ WH C BBILNECKGSaHHbIM 
Ecau, 8 uacruoctu, G abaseTca p-rpynnon, TO B COOTBETCTBHM C 


MOKHO OrpaHH4NTECA uccHepoRaMMeM CIy4ad 
(6) | G=(4)p°**(%)p, O(G)=p". 
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OuesnaHo, uTo n3 (6) caenyror cooTHOWeHHA (3) u (4). Tak Kak janee (6) cnpaBe- 
JIMBO MIpH 11060M pacnomOKeHnn (PAKTOPOB, TO MOKHO MpeATOAOKATS UH (5) BbIMOAHEHHBIM. 
Ecan tenepp s,;—1, TO “3 4actHoro cay4as (5) CooTRercTsyroulero K—1 yxe BbITeKaeT 
0(a,)—p tax, 4To (a), OOpasyer rpynny. B ocrasuiemca Cay4ae MOXKHO CuNTaTb (pH 
yAOOHO BbIOPaHHOM 7/71), 4TO 


(7) P\Sy, «> <5 Sm3. Smt 1=-* =Sa—1 (isms<n). 
C apyrou cropousi us (5) cpasy caenyer 
(8) G=(4)')p-- « (@n")p 


OnHaKO MbI n3 COOTHOMeRNH (6)—(8) BHIBeAeEM MpOTHBOpeUne. 

Jaa sto uenn ucnonbsyem rpynnosoe Konpuo J(G) rpynne: G, rae J osnauaer 
KOAbUO UeMbIX 4nCen. OGoOsHa4yum 4epes [a], cymmy e+e¢+---+ ae-1(€S(G)). Tak Kak 
a,G=G u (e—a,) [a;],—e— ef, To us (6) cpasy cnenyer 


(e—e?) [2],- > *[n]p =0, 
BBugy (7) Tem Gonee 


(e— a) + (€— a") [m+] n° + + [tn] p=0. 


Ha meson CTopoHe pasencTsa mMoaBMTCA (MOCe yMHOXKeHMA) YeH &, KOTOPO Hm 
paBeHn, C TOYHOCTbIO 10 3HaKka, JambHeumemy wieny. Baugy (7) 9To eicTBuTeNbHO NpoTH- 
BopeunrT (8). 

Cayyat rpynn He sBAAIOWMXCA p-rpynmaMM MOKKHO TPakTORaTh ONMpadch Ha OTOT 
cayyan (cm. Pegenu [6]). K couanenuto ata yacTh 1OKa3aTeAbCTRA, TOABKO NIPMHUAMHAaIbHO 
Mpocra, MOAPOOHOe MOKAZaATEMbCTBO OBOMbHO CAOKHO. 


SUR LA CARACTERISATION DE CERTAINES CLASSES 
DE FONCTIONS AU SENS DE LA THEORIE CONSTRUCTIVE 
DES FONCTIONS 


Par 
G. ALEXITS (Budapest), membre de |’Académie 


Un probléme trés attirant de la théorie constructive des fonctions con- 
siste dans la caractérisation de la structure des fonctions par l’ordre de gran- 
deur qu’on obtient en les approchant avec les moyennes (C, a) de leurs séries 
de Fourier. Il y a quelques années nous avons réussi a caractériser de cette 
maniére’ les classes’ Lip (1, ) en étudiant l’approximation dans l’espace L’. 
Or l’approximation dans l’espace L’ ne donne aucun renseignement sur la 
vitesse de la convergence atteinte aux différents points de l’intervalle (Oncor) 
Toutefois, une caractérisation de ces classes par l’ordre de grandeur de |’ap- 
proximation dans le sens habituel aurait un intérét, parce qu’elle éclaircirait 
en détail les propriétés structurelles des fonctions appartenantes a ces clas- 
ses. De plus, la méthode qui pourrait servir 4 une telle caractérisation per- 
metterait, en méme temps, d’étudier aussi l’ordre de grandeur de |’approxi- 
mation des fonctions qui ne sont dérivables qu’en certains points. Une étude 
méthodique de l’approximation aux points individuels pourrait conduire, peut- 
étre, a dés résultats plus profonds que ceux qu’on obtient a l’aide des recher- 
ches concernant la vitesse de l’approximation en moyenne dans |’intervalle 
entier (0, 272). 

Dans les suivants, nous allons résoudre le probleme d’une telle carac- 
térisation des classes Lip(1,p) avec p>1 et essayons de faire les premiers 
pas vers une étude systématique de l’ordre de grandeur obtenu point par 


1 G. Aexits, Sur l’ordre de grandeur de l’approximation d’une fonction périodique 
par les sommes de Fejér, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 3 (1952), p. 29—-40 (en frangais) 
et p. 41—42 (en russe). 

2 Une fonction f(x) appartient a la classe Lip (¢, p), si 

1 


sup | | [f+ —f0)!"dx |? = 00) 
i 


ot 0O<e«<letpeal. 
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point en approximant des fonctions qui ne sont dérivables qu’en certains 
points. La méthode que nous allons employer consiste dans l’application d’un 
lemme que nous avons démontré ailleurs’ et qui nous a servi a nos recher- 
ches plus ou moins semblables. 


1. Caractérisation des classes Lip (1, 7) 


Désignons par 


Reeth 

ce a Q ~ n—k ; 

On x) 9 ve nee) (a; cos Kx + by sin kx) 
n 


la n-igme moyenne (C,@) de la série de Fourier d’une fonction intégrable 
f(x). La fonction conjuguée sera désignée par F(x) et 


ieee 

~a “ n—k ; . 

On (xX) = pa " + 4 (6, cos Kx —a, sin kx) 
n 


est la n-iéme moyenne (C,@) de la série conjuguée. Le lemme dont nous 
avons fait mention et que nous avons démontré ailleurs est le suivant: 
Si, pour un @>0, on a en un point x 
~ K 
~a — 
F()— Gr (x) |S —, 
n 
alors il existe une constante Ca ne dépendant que de « telle que \o. (x)|= 
= C.k. Inversement, si les dérivées o;' (x) des moyennes 0%, (x) satisfont au point 
x a la condition |o%'(x)| = K, alors 
~ _ ay 
[P(X Sak) ee 


A laide de ce lemme, nous pouvons obtenir une caractérisation com- 
plete des classes Lip (1, ) de la maniére suivante: 


. THEOREME 1. Pour que la fonction f(x) appartienne a la classe Lip (1, p) 
ou p=1, tl faut quwil existe, pour tout @>0, une fonction Fa (x) € L’ telle que 


: Fe) —o%()| = 2), Fa) 309) < Fats) | 


; ty ’ ° roe, re . . . 
et il suffit qu une au moins de ces inégalités soit satisfaite pour un a>0 
arbitrairement fixé. 


weer G. Atexirs, A Fourier-sor Cesaro-kézepeivel valé approximacié nagysag- 
rendjér6l, Mat. Fiz. Lapok, 48 (1941), p. 410—421 (hongrois) et p. 421—422 (frangais). 
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Soit, en effet, f< Lip (1, p). Il existe alors une fonction absolument con-- 

tinue g(x) qui ne différe de F(x) qu’aux points d’un ensemble de mesure 
nulle et dont la dérivée g’(x) est L"-intégrable.t Alors o%’(x) est la n-iéme 
moyenne (C,«@) de la série de Fourier de g’(x); il existe’ donc pour tout 
@>0O une fonction L”-intégrable ®,(x) telle que 


| On’ (x)| = Da(x) (nes, 2,...). 
En appliquant notre lemme, il s’ensuit que 
Ge D(x) 


IZ (~)—Gi (x)| = eee: 


Mais %(x) ne différe de f(x) qu’en un ensemble de mesure nulle; en chan- 
geant donc les valeurs de ®,(x) aux points de cet ensemble, on obtient 
aussi 

Ce Dix) 


i On) 


C’est la deuxiéme des inégalités que nous voulons démontrer. Quant a la 
premiére, on n’a qu’a observer que f(x) et f(x) appartiennent en méme temps 
a la classe Lip (1, p). En effet, puisque g’ € L’, il s’ensuit’ pour sa conjuguée: 
g €L”. Or cette relation entraine‘ que l’intégrale de 2’(x), c’est a dire que 
&(x) appartient a Lip (1, p). Mais @(x) ne différe qu’en un ensemble de mesure 
nulle de f(x), par conséquent fé Lip (1, p). On en obtient pour la conjuguée 
f(x) de la fonction f(x) comme auparavant 


|f@)—en(x)| = Ca Pax) 


n 
out (x) est L’-intégrable. En posant Fa(x) = max { Ca P(x), CaVa(x)}, la 
nécessité de notre condition est démontrée. — Quant a sa suffisance, soit 
une de nos inégalités, par exemple la premiére, satisfaite. On en tire par 
application de notre lemme 

|Gn’(x)| S CaPa(X). 
Les sommes 3;*’(x) sont donc, d’aprés des théorémes connus,’ les moyennes 
(C, a) de la série de Fourier d’une fonction L'-intégrable et de méme les 
sommes 0% (x) conjuguées aux 6, (x). Les moyennes o,’(x) convergent donc 
presque partout vers une fonction L'-intégrable 2 (x) dont Pintegrale 2 (x), 
ayant presque partout une deérivee L’-intégrable, appartient a la classe 


4 G. H. Harpy—J. E. Litttewoop, Some properties of fractional integrals. 1, Math. 
Zeitschrift, 27 (1928), p. 565--606. 
5 G. H. Harpy—J. E. Litttewoop, A maximal 


tions, Acta Math., 54 (1930), p. 81—116. me : 
6 M. Riesz, Sur les fonctions conjuguées, Math. Zeitschrift, 27 ¢ 1928), p. 218—249. 


7 V. p.ex. A. ZyGMUND, Trigonometrical series (Warszawa— Lwéw, 1935), p. 87. 


theorem with function-theoretic applica- 
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Lip (1, p). Mais f(x) et g(x) ont toutes les deux 0, 5 x) pele n-iéme moyenne 
(C, a) de leur série de Fourier, elles ne different donc qu’en un ensemble de 
mesure nulle, par conséquent f€ Lip(1,/) et notre théoreme est entierement 
démontré. 

Ce théoréme n’est plus valable pour p—1, parce qu’alors aucune de 
nos inégalités n’est nécessaire et ce n’est que la deuxiéme inégalite qui 
assure l’appartenance de f(x) a la classe Lip (1, 1). 


2. L’ordre de grandeur de l’approximation des fonctions 
conjuguées a des fonctions dérivables en certains points 


Les précédents contiennent, au fond, la caractérisation des fonctions déri- 
vables presque partout dont les dérivées sont soumises a des conditions 
d’intégrabilité. En renongant a ces conditions, nous ne pouvons plus carac- 
tériser les classes plus larges, mais la dérivabilité seule, méme si elle n’est 
satisfaite qu’en un seul point, entraine déja une convergence rapide des 
moyennes 0, (x) a ce point. 


THEOREME 2. Si la fonction f(x) est dérivable au point x), alors on a 
pour tout «> 1 


Fs) ex) = (+). 


En effet, puisque la dérivée f’(x)) existe, les dérivées o%’(x)) conver- 
gent® vers f’(x)), par conséquent 
6x (%) = OU) 
et la proposition résulte immédiatement de notre lemme. 
On voit que f(x) étant dérivable aux points d’un ensemble, le degré 
d’approximation obtenu a l’aide des moyennes 6, (x) peut étre évalué par 
F(x)/n ot. F(x) est une fonction finie sur cet ensemble, mais nous ne savons 


rien sur la sturcture de F(x). On obtient un peu plus en supposant f€ Lip 
(1, ) dans un intervalle (a, 6) <(0, 27). 


THEOREME 3. Si f€ Lip(1,p) dans un intervalle (a,b) pour un p>1, 
alors il existe, pour tout #>0O, une fonction F(x) €L", telle que 


F a) 


If@)—5.(0)| = 
aux points x de Vintervalle (a+ ¢#, b—s). 


Comme f¢ Lip (1, p) dans Vintervalle (a, 5), il existe! une fonction 2(x) 
équivalente a f(x) en (a,6) et telle que sa dérivée g’(x) soit € L’(a, b). 


SAV Dp Cxalncme P.O. 
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Posons B(x) = B(x) pour x € (a,b) et @(x)—0 ailleurs. Alors 2 (x) existe 

presque partout et g’¢ lL”. En désignant donc par o, (8, x) la n-ieme moyenne 

de FEjER de la série de Fourier de &(x), on obtient comme auparavant 
|On(&, X)| = G(x) 


ou GEL". Mais, en désignant par K,,(t, x) le noyau de FEJER, on obtient 
aussi 


Jou") —06(8, | = [IM — BO) Kilt, lat — 
=| {+ /| 20010 Grp hate 


0) 


On a donc pour tout « >0 et pour tous les points x € (a+e, b—<) 


Pea CT zi 
|ol’ (x) —of(Z, »)| =O Fe [| —g@\at=k,. 
Par conséquent :: 
|on &)| S K+ on, 2)| = K+ GQ) = F.(x) 
ou la fonction F,(x) est évidemment L’-intégrable. Il s’ensuit par l’application 
de notre lemme: 
foma@ia—, equine! 


(Recu le 7 février 1955.) 


OXAPAKTEPH30BAHHE HEKOTOPbIX KJIACCOB @YHKUMU C NOMOLIbIO 
KOHCTPYKTUBHOU TEOPHM @YHKUMM 


r. Anexcu4 (Byszanewr) 


(Pes Me) 


@yHkKuMM NpnnapexKaywe KIaccy Lip (1, p) Obinm OxapakTepusoBaHbl aBTOpaM ObICTpO— 

TOM CXOQMMOCTM B MpOCTpaHCTBe L* cpenuux Weviepa ux conpsKeHHbIX psafoB Pypbe. 

Buacrosamei paGoTe aBTop sanumaeTCaA OxapakTepusoBannem KNACcca Lip (1, p) c HoMontb IC. 

NOpaAKa BeNMYNHbI NOYeYHOM annpoOKCnmalnH. O6osHaumM ANA aTOH WenM 4epes o,,(x) 

cpegune (C,@) nopsaKa @ > 0 papa @ypbe unTerpupyemow tpynkunn f(x), a uepes f(x) u 
~ sf es a 

o“(x) conpsyxenuple tpynxunn f(x) uo, (x). a ; 

J Jé J cy Lip ( = ¢ 

I. Heo6xonumpmm = aA TOrO, “4TOOBI F(x) HD eBan tom ene Ea y Lip ( P) ie ); 

ABNACTCA CYUAECTBOBAHHE [I BCeEX & >0 taxon qyHKumn Fa(x) maTerpwpyemon f°, ana 


KOTOPON 
a Cy 0 i} ee Fe x) i 
fO—t@ls 2, new eo 
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BbIMOMHeHUe XOTA Obl OMHOFO M3 BTUX HEPABeHCTB ABACTCA HOCTATOYHHIM JIA TOLO, YTOObI 


Opim0 f € Lip (1, p). 
CootHomenne f€Lip (1, p) mo cyusecTBy O3Ha4aeT, 4uTO f(x) MOUTH BCOAy MMeeT MpO- 


M3BORHYyHO, uHTerpupyemyto L”, Ecau oT6pocum TpeOosaHne MHTerpupyemMocTH, TO MODKEM 
OUWCHUTh AMUIb ObICTPOTY CXOAMMOCTH aNNpOKCuMauMH. 


Il. Ecau f(x) umeeT mpousBopuyt0 B TOUKE Xy, TO AIA BCeX a > 1 


> ~ 1 
F (Xo) — a (Xo) = O (=). 
Ecau f€ Lip (1,p) 8 HeKOTOpOM moOfuHTepspane uHTepBana (0,27), TO MMeeT MECTO 
cnepyroulee OoNee CHIbHOe YTBEpoKeHHe : 


If. Econ fELip(1,p) B uateppane (a,b) (0,27) (p> 1), To npn arw60m ¢>0 
MOKHO 3agaTb pyHkumto Fe (x) unterpupyemyro L”, ana KOTOpOK 


Fe (x) 
n 


|f(x)— oh (x)|< 


‘BO BCeX TOYKAX MHTepBana (a+ e, b—e). 


ON THE ROLE OF THE LEBESGUE FUNCTIONS 
IN THE THEORY OF THE LAGRANGE INTERPOLATION ! 


By 
P. ERDOS (Jerusalem) and P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


To Prof. dr. L. Feyér on the occasion Of his 75th birthday . 


1. Let there be given a triangular matrix 


Xi 

X19 Xu9 
‘chen A= 
Xin Xon- «+s Xnn 


where for n—1,2,... we have 
ier) GS Xe Nay Xn ce I 


Then, as it is well known, for given values y,, there is exactly one polyno- 
mial g(x) of degree =n—1 such that 


BX) = Von (Ves 1 2 SO n). 


If the values y,, are the values f(x,,) of a function f(x) defined in [—1, + 1], 
then we call the corresponding g(x) polynomial ‘the n” interpolatory poly- 
nomial of f(x) belonging to A” and denote it by L,(f, A) or — if misunder- 
standing cannot arise — by L,(f). The abscissae x,, are called the n” fun- 
_ damental points of the matrix A and are sometimes denoted also by x,. It 
is well known that L,(f, A) can be written in the form 


(1.3) La(f A) = S Flsrm) bn, A) 


where the polynomials /,,(x, A), the so-called -fundamental-functions belonging 


1 A part of the results (assertions a) and b) of this paper) was the subject of a 
lecture made by one of us at a colloquium for the constructive function-tiieory in Eger 
(Hungary), 29 Nov. 1953; they were found twenty years ago. The new. results showing they 
are best possibles were a subject of another lecture in Pécs (Hungary), i8 Sept. 1954. 
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to A, depend only upon A and have the representation 


w,(x,A) 
(1. 4) L(G Dh A) (ae) 
where 
(Re: 3) w(x, A)= Ie —Xyn). 
As easy to verify, we have 
(1. 6) Dal, A=l 

v=l 

and if A(x) denotes an arbitrary polynomial of degree =n—1, then 
(lad) L,,(h, A) = A(x). 


From (1.3) it follows that for an f(x) bounded in [—1, +1] we have for 
— bs x2] 


(1.8) af MI = (Slax, A)|} sup 176)! 


2. One would be inclined to think that if A is such that for an arbit- 
rarily small «>0 
(2 1) Xyn— Xy+1, n S85 Xn = Xl n — | (y = 0, i seey Ks n> No (e)), 
then the sequence L,(f, A) converges uniformly in [—1, +1] to f(x) when- 
ever’ f(x) €C. It was a great surprise at the end of the last century when 
RUNGE and BOREL discovered that the sequence L,(f, 8), belonging to the 
“most classical” matrix B defined by 
2 
Rp ey © = 1,-2,..,,2; 8==1,2, 20); 
can diverge : a whole subinterval of [—1, +1] for such a simple function 


as (®) => 


be saved by choosing another “better” A matrix. But G. FABER® discovered 
in 1910 the shaking fact that no matrix A can assure the uniform conver- 
gence of the polynomials L,(f, A) for every f€ C. His proof showed that it is — 
essential for this phenomenon a property of the quantity 


. This would leave open the possibility, the situation can 


n 


(2. 2) M,(A)= max 4,(x,A)= max > |ln(x, A), 
1Sc=+1 —1SaS+1 7=1 

namely that for all A-matrices we have 

(203) lim M,(A) = + ov. 


n—> 00 


2 C denotes, as usual, the class of functions continuous for —1 <x=<+1. 


8 G. Faser, Uber die interpolatorische Darstellung stetiger Funktionen, Jahresber. der 
Deutsch. Math. Ver., 23 (1914), pp. 190—210. 
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We call the quantity 2,(x, A) the ni‘ Lebesgue function, the quantity M,,(A) 
the n‘” Lebesgue constant’ belonging to the matrix A. Moreover, S. BERNSTEIN‘ 
proved the still more surprising fact that to every matrix A there belongs an 
X in —1=x,=+1 and an fie C with 


(2. 4) Ten (fA), == 1 po 
what roots in the relation 
(2. 5) lim 4,, (xX), A) =-+ oo. 


3. These facts show that for the divergence theory of the Lagrange in- 
terpolation the functions 2,(x, A) are essential. But it was observed by FEJER® 
that these Lebesgue functions 2,(x, A) play also a role in the convergence 
theory. His simple reasoning reproduced for the sake of completeness in 9 
gives the following theorem: 

If the quantities M,(A) of (2.2) satisfy the inequality 
(3. 1) M,,(A) < qn? 
with a fixed 0<@<1 and numerical® c,, then the polynomials L,(f, A) con- 
yeree ior —-1 =x =-- 1 uniformly to-/(x):if’ feLipy, y>°¢. 

4. These results are responsible for the rather general opinion that the 
convergence-divergence theory of the Lagrange interpolation is by and large 
identical with the study of the Lebesgue constants M,(A). We have set our- 
selves the task to investigate to which extent this is true. We have found that 
going a little beyond the mere continuity this fails to be true; the result can 
quite vaguely expressed saying that there is a “rough” and a ‘fine’ conver- 
gence-divergence theory for the Lagrange interpolation. To be more exact, let 
us consider, if 


(4. 1) Va p=]; 
the class A(@) of all A-matrices for which with arbitrarily small positive ¢ 
we have 


(4. 2) lim M,,(A)n-F-® < c9(e), 
(4. 3) lim M,,(A)n-#* > c,(e), 


4 S. Bernstein, Sur la limitation des valeurs etc., Bull. Acad. Sc. De ?URSS, 8 (1931), 


pp. 1025—1050. ~~ ae 
5 L. Fryer, Lagrangesche Interpolation und die zugehorigen konjugierten Punkte, Math. 


Ann., 106 (1932), pp. 1—595. 
6 Later on co, ¢C3,... denote generally also numerical constants. If some ¢, depends 


upon some parameters, the dependence will be explicitely stated. 
7 As usual, the class Lipy denotes the totality of those functions which satisfy 


uniformly a Lipschitz-condition with the exponent y in —La=xs+l1. 
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i.e. for our matrices the Lebesgue constants M,,(A) increase roughly speaking 
like n®. We call for a fixed @ with (4.1) the Lipy class of functions 


\ “a good class of functions f(x) if for all A € A(#) and fe Lipy 

| for A(8)”, L,(f, A)tend uniformly in[—1, -+ 1] 
to f(x) for n> ~, 

respectively 

\ “a bad class of functions f(x) for if for all A € A() there is an 

eA (RY: f(x) € Lip y such that L,(f,, A) is 
unbounded in[—1, + 1] forn—ov. 


If a Lipy class is a good or a bad one, then its convergence-divergence 
behaviour is by and large determined by the numbers M,,(A); one would be 
inclined to think that all Lip y classes with y <( are bad and all with y>/? 
are good classes and thus the finer structure of the matrix A cannot essen- 
tially influence the convergence-divergence behaviour for the respective Lip y 
class. A closer investigation showed, howewer, that this is not the case, there 
are values y depending only upon ? for which the Lipy classes are neither 
good nor bad ones. This means that the convergence-divergence behaviour 
is certainly not determined for the respective Lip y class alone by the Lebes- 
gue constants M,,(A): hence the convergence-divergence behaviour for the 
respective Lip y class depends upon the finer structure of A and thus the 
determination of the convergence-divergence behaviour belongs to a “finer’’ 
theory. Thus even the existence of this ‘finer’? theory is somewhat surprising; 
moreover we shall see that for fixed 0<$<1 all Lip y classes with 


B 
4.4 ) ear 
(4. 4) PES 
are bad classes, all Lip y classes with 
(4. 5) y>6 


are good ones and the Lip y classes with 


Q 


p 
remit 
form the exact domain of the finer convergence-divergence theory. 

Similar questions arise in connection with orthogonal expansions, sin- 
gular integrals, mechanical quadrature and generally with linear operations. 
Also other scales than the Lip-classes can be used. Further, the convergence 
behaviour can instead of uniform convergence refer e.g. to pointwise conver- 


gence. Finally, perhaps the matrix-class A(@) can be defined more suitably. 
than in (4. 2)—(4. 3). 


5. Our result is given under (4. 4), (4.5) and (4.6). In order to prove it 
we brake the assertion into four parts. @ is fixed with 


(5. 1) 0 2a 


(4. 6) 
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8 ; 
a) If y< P42 and A€A(?), then there is an f2€ Lipy such that the 


sequence L,(f:,A) is unbounded for —1=x <1, i. e. the class Lip y is bad 
in this case. 


b) If y>@ and A € A(@), then the sequence L,(f, A) converges uniformly 
in [—1, +1] to f(x) whenever f€ Lip y, 1. e. the class Lipy is good in 
this case. 


eyeltry = fat then there is a matrix A, € A(@) such that the sequence 
L,(f, Ao) converges uniformly in [—1, +1] to f(x) whenever f€Lip Voie 
the class Lip y is certainly not a bad class. 

d) If y<(, then there is a matrix A, € A(@) and f, € Lip y such that the 
Sequence L,(j;, A.) is unbounded for —1=x=+1, i. e. the class Lip y is 
certainly not a good one.® 


6. To prove the assertion a) we need the simple 


LEMMA I. Jf A€ A(§), then we have for v=1,2,...,(n—1) 


(6. 1) Xp Sti in ee) ML, Pee 
For the proof we consider the quantity 
seccie boatas 
Xyn— Xv, n ‘ 


Owing to the definition of the fundamental functions and the mean-value 
theorem 


(6. 2) 


where 


1 —_ La Xone A) — Lyn (Xv, Wy AJ LU’ (6 A) 


Xyn— Xy+H, n Xyn— Xy41, n 


Xy+1,n = C = Xyn- 


But using MARKOv’s well-known theorem we have 
bin(S)| S@—IE_ max [bale A)|, 


i. e. a fortiori 
(6. 3) |Lin(S, A)| < n°M,,(A). 
From (4.2) we have M,(A) =c;(e)n***, i. e. (6.2) and (6. 3) give 
1 24 
5 nbrete 
Xyn— Xy41, 2 oe () 


which proves (6. 1) 
8 By modifications of the construction we could prove that in cases c) and d) also 


= . 
max > n@ls en? could have been constructed with the 


=Sn=+1 y=l1 


a matrix with c,n° < 


other required properties. Also the investigation of the limiting cases is of interest. 


4* 
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7. Now we turn to the proof of the assertion a). Let 
D> |lon(, A)| 
maximal in [—1, +1] for x—¢,. With the convention 
Xon = — Xn, 2» = i; lon (x, A) = Lin (x; A), BES (x; A) = teat Xs A) 


we consider the function g(x) defined by the broken line with the vertices 


at the points 
P, = (Xm, Sign Ln(Gn, A)) (v=0 1, 2 on; no 


Then we have obviously 


(7. 1) La(@n; A)o=t, = 2 |lun(Su» A)| = Mn (A). 
According to the Lemma | all slopes of (x) are absolutely 
(i=) < ¢,(8) nft*ts, 
and for -l1=x=+1 
(753) | Ga(Xyhesule 
Now we can construct f,(x) in a way which is a suitably modified 
form of the resonance principle of LEBESGUE. Since ¥< shy) we may 


choose ¢« so small that 


et) 
and 
b—2é : 
(TeD) Fidpoe > v3 


we fix «. According to (4.3) there is an infinite sequence 
2S Nie eae 
stich that for 71, 2,... 


(7. 6) M,,(A) — An, (Sn, » A)> 210) nb- 


Now we select a suitable sub-sequence of the n,’s which we shall denote 
DViig Ber LES 
Tr; = ny 
and we suppose 
Thy Vay ee ey Ty 
are already defined. We distingish two cases. 
Case I. Denoting 


1 
Late ey = “pb 2e fr; (X) 
as 


us 
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the sequence 


Lu(Fy-1, A) (u= 1, 23...) 
is unbounded. In this case for 


—lSx<x+Asl 
we have 


v-1 
Sg 
| Fy-1(x +h) — F,-1(x)| = 2 Be | Pr, (x + h)—@,,(x)], 
i. e. using (7. 2) ; 
— 
|Fy-1(x+ h) —Fy-1(x)| S c.(8)h D>) P+" < cg(e)A, 
j=! 
i. e. F,-1(x) belongs even to Lip 1. 


Case II. The sequence L,(F,1,A) is bounded, i.e. for [—1, +1] and 
p=, 2,... 


(7. 7) tL (foe A)| = Cyer 

Then let r, be the smallest integer satisfying the conditions 

(7. 8) fet 6 (i, €alsde= 27,5), 
(7.9) eC. 


We may suppose that we have for all »’s the Case II and we assert that in 
this case we may choose as f,(x) of assertion a) 


Se 
(7. 10) fi) = 2 7r% Pr; (X). 
. om “4 
In order to show that f,(x)€ Lip y we write for an x and A satisfying 
—lSsx<xths +1, tity 


fx NAO =S+ Soe 0+) 9,08) 


where the index p is defined uniquely by 
cf 
ee 


(7. 11) mes be 
Using for v =p (7.2) and for y= p-+1 (7.3), we get 


p oo 
2482 _| a 
| c+ AQ) Sah DA +2 DG < 
h 2+3e I = Ese 
PY, foe j=ptl I; 
i.e. using (7. 8) 4 


(1.12) Ax +A) —AC)| Sle #)] MPR + pa | 


< Tp+1- 


< 2¢;(8) 
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(7.8) gives ry > 2” 1 n = 2", i. e. p<2log ry; hence from this and (7. 11) 

a ees ea! 
pratt < oye) < (NPR, ae < AP, 
i.e. (7.12) and (7.5) give at once 
B-2¢ 
Lf(x +h) —fo(x)| S ca(e, BA PPP" < c(¢, FB) ive 
Thus our f,(x) belongs to the class Lip y as stated. 
8. We have also to show that the polynomials L,(f:, A) are unbounded 

in [—1, +1]. Let s = 2 and write 
1 

(8. 1) fa(X) = Fos (X) + pe Pre) + Ps(X) 

with 7 


Se 
040)— 3 game) 
. $+ j 


(7.7) gives for —l=x=+1 


(8. 2) Ln Fees, A)| = Cae 
From (7.1) and (4. 3) we have 
(8. 3) rP | Ly. (Prer A)ln=ey, > CofE) FS. 


Finally, (1. 8) gives for —1=x=+1 
|L,,(®s, A)| = M,,(A) max D.(x)); 
hence from (4.2) and (7.3), by (7.8), ee 
[En,(® A)| S cole)" Yh < ene, BrP 
From this, (8.2) and (8.3) we ohisinee 
| Le ( fo, A) la t, > Co(8) rs — Cs-1— Cirle, B)rshh 


what proves the unboundedness, using also (7. 9). 


9. Next we turn to the proof of the assertion b) in 5. This is based 
on an idea of S. BERNSTEIN adapted to interpolation by L. FEyéR;° as told, 
we only reproduce it for the sake of completeness. Let P,-;(x) be the best- 
approximating polynomial of (n—1)" degree of f(x) in [—1, +1] in CHEBy- 
SEV’s sense. If fe Lip y, then according to S. BERNSTEIN we have in [—1, +1] 
(9. 1) F(x) — Pn-1(X)| S Cn. 

Owing to (1.7) we have 
P Lo (hae A) = Prn-1(x), 


Ln( f, A) —f(x) = Lin(f—Pa-1, A)-+ (Pa-1(x)—f(x)) 


LEBESGUE FUNCTIONS IN THE THEORY OF THE LAGRANGE INTERPOLATION 55 


and thus 
(9. 2) |Ln(f, A)—f| S Cron-¥+|Ln(f— Ppt, A). 
But using (1.3) and (9.1) we obtain 


(9. 3) [Ln($— Prt, A)| S at” D |b, A): 


Choosing in (4. 2) ¢ so small that @+«<y—e and fixing it, we obtain 


2, [lan (x, A)| S c),(8) nFte < Cis( 
and from (9. 3) 9 
|Ln(F—Pn-1, A)| S Cu(e)a-*. 
This and (9.2) prove already the assertion b). 


10. Next we turn to the proof of the assertion c) in 5. We shall show 
that the matrix whose n™ row consists of 


(3a 1 
2 ne 


241 
), Xon == COS IU (EH 2 mee Tt) 


CLOSD) © Xyn == COS an 


belongs to A(*) and fulfils the requirements for A, of the assertion c). In 
what follows, we shall speak about one line of the matrix so that instead of 
Xn and 1,,(x, Ay) we may write x, and /,(x, Ay). We have obviously 


ee | 378 [ae ap ore an Roos 
(10. 2) Xj — X= 28iN > Gp sin (3 <a aL + O(n-?-*P), 
i.e. 10r 1 > Ng 
(10. 3) eye UIE A 
Hence 
ne 1%, A) —A(%2, Ad) - (X41, Ad) ha, Ao) | — 
270 i BG (oar, ) im 9G — 9,6) Xa XO 
<= max | 4(x,A)|<n® max |4(x,4)| << 0°Mn(A0), 
eae dx 101 


using again MARKOv’s theorem. Hence 


1 
(10. 4) M,.(Ao) = Oot nb, 
If we show that 
(10. 5) M,,.(Ao) =¢,n*, 


then A, belongs indeed to A(@). 
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11. For the proof of (10.5) we need some lemmas. We shall denote 
by 7 the matrix the n’” row of which consists of the numbers 


Cia) x; == COs at te (P= 15 eee at) 


and by /,(x, 7) the fundamental functions belonging to 7. Then we need the 


Lemma II. We have for —1=x=+1 


n 


SY IS (xeT) ee Ce ees 


y=1 
This lemma is well known.’ We need further the 
Lema Ill. /f n= 4, we have for —1=x=+1 


n 


> |L%, Ao)| S ew log n. 
p=3 


PRooF. For v= 2 we have 


L(x, Ao) _— XX Xy—X} a | Xi—X1 Xi—X1 ) 
(1122) Le T) aaa NaN ‘ ~—Sxt x [== sa 1-+-- *) ° 


Since for 7-=3, n= 3 


cos —— — cos whe 
apie pg Se Sl! an ee area gf 
Xi Xr 3x 570 IU /2 
cos —— —cos —— 2 cos — 
2 2n 
we have 
L(xsAs) | 1 ] xi—x 
{i | ee ee 
( ) Bd Go BW he + 2 xi—x 
ipl x = xy) then’ owing to 
Feat fee 
Xj——X 


we have from (11.3) for —l1=x=x, 
| L(x, Av)| = 2|L(x, T)], 
i.e. summing for y—3,4,..., and using Lemma II we obtain 


(11. 4) 2, [L,(x, Ao) | = 2c log n, 


i.e. Lemma III is proved for —1 =x =x,. To prove it also for x,=x=1 
we write (11.3) in the form 


Ama 


1 PAE sia oy" 
xX—xj : 


\l,(x,; Ay)| <2 : 
26h, ey 


\l,(x, T)| = 2|x—x, | 


eae S. N. Bernstein, Quelques remarques sur l’interpolation, Math. Ann., 79 (1918), 
pp. 1—12. 
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Let us observe that for »y = 3 and xX; =x=xi we have 


(11. 6) sign /,(x, N=" 
Hence for 1 =x=xi, v=3 
|b,(x, Ao)| < 2|x—x,| =D &@ 7) 
Jarl 
ine. 
e Seah eg ae) 
(11.7) > Ibo(x, Aa)| < 2|x—x,| | = — 
: ae 


A similar eeeohine shows, (11.7) holds also for xf=x<1, i.e. “(11.7) 
holds for x,= x= 1. Applying the mean-value theorem to the expression 


2, 1), be hy 


x—Xxj 


and also 


37 2 10? 
2n Ro 


|x—x,| < I— cos 


we obtain from (11.7) for x =x=1 


n d n 2 
> See eal dehy) |: 
v=3 ax v=3 


Using again MARkKOv’s theorem the right side is 


>, (—1)" bx, T) 
= 200c, log n 

by Lemma II. By this and (11.4) Lemma III is proved. 

12. It follows from Lemma III that (10.5) will be proved if we succeed 
in showing that for —1 =x = +1 we have 
(12. 1) \L,(x, Ao)| Sewn?, [4(x, Ao)| S Cre 0°. 
This will follow as a byproduct from the following Lemma which we shall 
need in 13. 

Lemma IV. For —1 =x= +1 we have 

|L,(x, Ao) + (x, Ao)| S Cv- 

ProoF. From (1. 4) we have 
1%, Ao) __ Pp XG Tr(xi ee Be ps 7 (Xo) | 
TCR Se FB MX In) | 706) yh" 


L(x, A 


max 
-1Sr=+1 


<200 max > |1(x, T)|S 
—f=e7=1 v1 


aN (n—1)’ max 
Nn -1S2=+41 


Gok 
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The factor in the bracket is 


\ IU 3 ] | is 1 priest of 5 |. 
jen ae te (32 ni+B ie Siren (32 —n-#] 2n | + One 


thrso(h)(e e+ o(2] wh x0l,)|—— St 00 


Taking in account that 


370 IE >) \{ 
Ce cos B_ — C08 a : ati4o[ } 
Xa Xi; 310 pe oe ee 3a OBS B ay 
; COS 5 — COS oe n | 5 n->8 {1+ O(n-*)} 
2s 22558 OU) eo OES, 
3 2 
this and (12.3) means that 
‘ * Tha): es X.—X4 
Ure eget 
and from (12.2), using the explicit form of (x, 7), 
F(a) 1 eae 
h& Bose Naat TnkXs) ia X,—X ats O(1) \ ai 
Sle) MIN a ENC Lr he Tus | 
mx, Ga Tatey 1 CDI DIG 


As well known,° we have for —1=x= +1 


(12. 5) PA Cev ayy (v= 1, 2A); 
i.e. the second term on the right of (12. 4) is 


OIE 
sin —— 
00] BED | — oy —* = 04; 
7: 
thus from (12. 4) 
(12.6) LG, A) —— Be T+ 000). 


NaN aX aXe) 
Further we have 


10The O-sign refers to n>oo but always uniformly for —l=x=+1. 
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i.e. using the explicit form of I(x, T) 


ee je ae Ree (x) eel 
Nei ee a ee Te (a 


From this and (12. 6) 


1 X—X 1 


X2— x1 | | FPL ES) 
x. 


(Xx, Av) +1(x, Ay)|== O(1) } = « 
X2—X} | NES) x—xi 3 X—Xi X—X| 
(12.7) “hey is eel OE oases 
We Xe—X1 | | Tn(X2) (X—xi)] | x—x2 | 
pe ! * 1 (xX) 1 IE, 
= O(1)+|x2.—xt|-— O01 | | n(X) 
U TPG | Gata | OO) + Ola) aan | 
Since we have for —1<x= Ree 
n 
; T(x) He 1 7 
(x—x1)(x—X2) | Lae || 370 zl ai 
cos CS cos — cos —— 
2n eae 2n fi, 
250 IC 
for cos — =x = cos—, 
n n 
T(x) | Tn(x) ‘ 
(x—xf) (x—x2) | ~ ee 0 yeeeen —Xp ae) 
2n en. 


and similarly for Cosa =x=-+1, Lemma IV follows from (12.7) indeed. 


In this proof is at the same time a proof for (12. 1) contained. We may 
write namely (12.6) in the form 


OIE. 
sin —— 
xX2—xi Ti (xi) Xe Xi § 2n L(x. T)40(1 
L(x, eas T(x) li (2 T)+0(1)= Xoo KX ap KES: + ( Ne 
sin —— 
2n 
Taking in account (12.5), further 
sin Sa 
eae Ol) 
sine 
2n 


and 


aE = O(a) 
X2—X1 ‘ 


the relation J,(x, Av) = O(n) follows indeed. For 1,(x, Ao) the assertion follows 
using Lemma IV. Thus our matrix belongs to A(é) indeed. 
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13. In order to finish the proof of the assertion c) in 5 we have to 
show that the polynomials L,(f, Ao) converge uniformly in [—1, +1] to f(x) 


whenever f€ Lipy, y> ets Let 7 be so small that 


fe 
and fixed. Let further 
n 


and P,,(x) should stand for the best-approximating polynomial of f(x) in 
{—1, +1] in CHEBysev’s sense. Then we have again 


Lin(Pm, Ao) = Pm (x) 


and proceeding exactly as in 9 we obtain, using the abbreviation 


(13. 3) FS (Xp) — Pn >) = Vrs 

that 

(13. 4) Lif, Ay) —f = (Pm —f) + 2 Yrlr(x, A). 
Using again S. BERNSTEIN’s theorem mentioned in 9 we have 
(13. 5) \f—Pm | S Coo M-¥ < Cy N-Y logy n, 


i.e. from (13.4) we get 
(13.6) |Ln(f, Ar) —f| S cn n-¥ logy n + | yl, (x, Ao) + yola(x, Ag) |+ Da Lyell Lx, Ao): 
Taking in account (13.5) and Lemma III the last sum is O(m-Y log n)= 
= O(n log’t'n); hence from (13.6) we have 

|Ln(f, Ar)—F| = 
S Cy -Y logy*! n--| yi [L(x Ao) + L(x, Ao)| + |Yi—Yo| | lo(%, Ao) |. 
Taking in account Lemma IV and (12. 1), (13.7) gives 


(13. 7) 


(13. 8) [Ln(f, Ar) —f| S Cw {n-Y logy! n + nB| y, — yo}. 
For the estimation of |y,—y,| we write 

(13. 9) IY: — Yo] S FL) —A(%2)| + | Pm (1) — Pm (2%). 
Since fé€ Lip y and 

} = 3a 1 376 = +100 


we have, using (13. 1), 


(13.11) |f(%)—Sx) 


100 |” -2+6) (5% + 
= Ale = Cul Ga ) = Cy,nF n-B+2) 0 | 
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Further, using again MaRKOv’s theorem and (13. 10), 


100 100m? 
ne+e PCAC) — ete Shapes PAYED) x 


= 100 
= nb log’n qd 3 eee |f(x))). 
From this, (13.8) and (13.11) it follows that the polynomials L,(f, Ay) con- 


verge in [—1, +1] uniformly to f(x), i.e. the proof of the assertion Cis 
finished. 


| Pri (%1) — Pm (X2)| S 


14. Finally we shall prove the assertion d) in 5. Since the proof follows 
the line of that of a) we shall not go into all details. It is obviously sufficient 
to define A, only for even n= 2k. With our @ we define 


__ 8° (log ky 
(14. 1) t= | is ] 


and the 2k” line of our matrix A, should be given by the zeros &,..., So of 
(14. 2) wx(x, AJ=ox(x)=T. (1+ F—(24+ ¥)X*)=0 (7;(cos #)=coskF), 


J ; 2v—1 
1.e. with x,— cos ah It 
jek meer 
a (v= 1,2,...,%), 
pa?) r= Seer oy 
Bag 1,80). 
We have obviously 
4 Gi aay :o 
(14. 4) ed aepch<hsshcl. 
Since for 1=|v| =k 
a a dT;(u) ; 2(24+ 9) |¢,| = k 2(24+ 9)|S1, 
|oo5;. (Sy) | = du w= 149- OrH2 | V1 =e 


we get — denoting the fundamental functions by /s.(x, Ai) (v=1, 2,...,4) — 
1 V1 — x7.) loon (x)| 
(14.5) dae (x, A) = | > ibe A) =ZOEHE as Site 


Tsk or 


15. First we are going to show (by rough estimations) 
; k 


(15. 1) > [b-(x, Ar)| < C258) AF log’k. 
; Pes | 
We may obviously suppose 0= x= 1. Since for all of our »’s we have 
iSveeye tle 2 
Tel Ah ae 
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and ‘ 
\T-+x,< 104 
we have 
pee el Ld eh Py 
(15. 2) Max(An) <q, > ara Re: 
What can be said on (6,41:—5,)? For 
kz2|y|\=2 B 
we have from (14. 3) 
15 3 \c oa | 1 Xy — Xv41 Apia 
( : ) Sy+l a = j2+9 : 1 Ria Were OY Pim Ms 20k 
For 
- >|y=1 
we have from (15. 3) 
V 
(15. 4) |Se41—S>| > Cao) > Ca(8) 
| A aa: re k log k 
a ic 


Let first be " 


Sa Xess 


Then we have from (15. 2) 


(15.5) dox(x, A,) < Fr [On (x)| 2 5 ee 


Owing to (15.4) we have 


k 
y k—v+1 ee k v l ~~ 1 n 
ant Cy —X ~ C—x ee cpa Si gos eure Cina Woe 
k | | Sy l 
<F—y Tt Cok tk = i <p +c0(8)# log' k, 
>1 > : Lz a = > Sy 
2s7< > (vy—1)en(P) klog k 


i.e. from (15.5) for such values x 
(15. 6) ho (X, A,) < C39(8) | ; 


But for O= x =6&, owing to (14. Re we have for k > Cs, 


Moi oat) 


+ | @2x(X)| log” de 


any mele 7 +9) <P +0 494/04 971) < 


<(1+ 94/29 +R) < é (o+V 200143) < 2etV25— 24°, 
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Further, taking in account that for 0 hg tS 


eu) 


U = 149-244) a2 


ee. ONCE ae qe 


s 


—k(2+9)|x|} ert +44 


+(u—\w—1)*" [i= rare - | 


Vu —1 sheet (24-H)a02 


P (a+ w—1)'—(u— J? — 1) 
=k(2+ 4 = 
zi |x] | ems | vA =149-(24.9)22 
| 2 sin? + 3 
- kK(24+9) rh ree 
= KO+95) edits 29 | Suma gay 


we have for O= x=, 


(15. 8) : Hes bos We OU 10k’. 

k K o=x 
~ (15.6), (15.7) and (15.8) give at once be 1) tor Ox 5). For, = x | 
the proof of (15.1) runs on similar lines and also a much better estimation of 
Aox({x, Ay) could have been given; we omit the details. Thus (15. 1) is proved. 


ax(X) 
x= O) 


lI 


16. Next we show that 
(16. 1) hor (0, A,) = C32(@) ke, 


Since for k > c33(() 


Sa a A 
ONT ee oy “s (1494/2959) > 7 


we obtain from (14. 5) 


Pete kes oe > cal 


kb-1 Py. os 
in A)> zee HSE on Oe Ea 


This and (15.1) show that our matrix A, belongs indeed to A(6). 
17. What we actually proved, is a little more and this is what we shall 


need. We showed 
DS NAOH elas 


1=|=5*% 


eee oe 
Raye) > |b(Ox, A= max ~ _ (bo, A,)| == 35 (8) K?. 
i -tse=* 1S)/=Ss 
ISS y* areas 2 2 
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Having this, the construction of f(x) runs as follows. Introducing the notation 


: k 
sign l,x(@x,A,) for 1S|v| Ss 5° 


Gig 2) Vu, 2k = 


0 for F< <|ol sh 


we consider the function w(x) defined by the broken line with the vertices. 
at the points 

P= (Sv,2%5 Vv,2x) et a a9 
we use also here the convention of 7 to complete the graph of we,(x) in the 
whole interval [—1, +1] by affixing two horizontals at the ends. We have 
obviously 


Chis 3) Lox (prox A:) Oo, —s Pee : |L,,2% Ox, A,)| > C35 (8)k°. 
: 1=|7|= 5 


4] 


According to (15.4) the slopes of sae are absolutely 


= k log k, 
a 2 
51 si 
for — iM = t= 700 and k = Cs(8) we have 
(17. 4) | Wox(x)| = LS 
for = = |x| = 1 (xreal) 
Wox(x) = 0 


and for —l1S=x<x+hAS+1 
(17.5) | Pox (x + A) — ox (x)| = Con (8)AK log k. 


Now our function f,(x) will be of the form 
> 1 
f(x) = 2, ee Por, (X) 


with sufficiently quickly increasing r,-indices, as in 7. The proof of unbound- 
edness of L,(f;,A,) needs only slight changes compared to that of 8,so we 
can omit the details. As to the Lipschitz exponent of f,(x) we have (p to be 
disposed later) 


AC+A—A@|s > eat (Xr hh) — por, (x)| + 


y=p ly 


BP (lary (+ AD] + lo, (2D) 


v=p+tl 
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or owing to (17.5) and (17.4) “essentially” (owing to the quick increase of 
the r,’s) 


] 


1—B+2¢ 
Wis + i 
pt 


fsx + A) —fa(x)| Scs6(0) 
Choosing p so that 


] 
Tp SS Ton, 


everything follows since « is arbitrary small. Hence assertion d) is also proved. 


(Received 22 January 1955) 


POJIb ®YHKIMM JIEBEPA B TEOPHM MVHTEPMOJAWAU JIATPAH}KA 
Ml. Epém (Wepycanum) u Tl. Ty pan (Bynganemr) 


(Pe3w me) 


Pnapubim pesyibTaTOM HaCTOAUeM pa6OTbI ABIAeTCH OKAZATENbCTBO TOFO, 4TO B 
TeOpuu CXOAMMOCTH M pacxOAMMOCTH uHTepnoaAAyHn JlarpawKa Cuef~yeT pasanyaTh mexpy 
»rpyOon* u ,TroHKoW“ Teopuamu. ,[pyOou" sBaaeTcA 4acTb TeOpnn, 3aBMCAWLaA TOABKO OT 
ObICTPOTHI BOSPacTaHus ,,neO6eroBbix KOHCTaHT“ 


n 
M,(A) ae mix > 11,(3){, 
-lSe=+1,=1 
rae A osHayuaer OCHOBHY!0 MaTPHUy MHTepnoAAWMH, »TOHKHE* Ke Apyrue pesybTarTpi. 
InapHast 3afaua cocroanma B OTAeneHuM |8TMx AByx TeOopuu. V3 pasmny4HbIxX BOSMOKHBIX 
TOYEK 3PEHHA MbI 3feCb OCTAHOBMMCA Ha TOM, NPM KOTOPOK MaTpuuEI A AA TpOusBOMbHO 
Maoro NONO*KUTeAbHOrO 4NCIa é, M AAA duKcupoBaHHoro O< @ <1 noquuHeHbI yCaOBusiM 


DM (A) 
(0 gene (0 (Se) 
lim ae) > ¢) (2) (> 0) 
(2) ESCO nP-é 2 ? 


a cnenyeT onpenenaTb Te KNacchI dyHKuAN Lipe@ B [—1, +1], gua KOTOppBIX npn sm1000K 
MaTpuue yaOBneTBOpsIoMlen ycuoBnsam (1) u (2) uHTepnomAMA NpuroAKa, M Te KACCHI, AIA 
KOTOPbIX HHTEPNONAUMA MpH MOObIX TakMX MATPULaX HeNpHropHa. OxasbiBayocb, 4YTO ec 
7 “ 
UCXOMMTb UB KNACChI MATPHIL yOBNeTBOpA¥ouMX (1) u (2), TO ,7OHKAaI“ TeOpusa eCTh TeOpus 
CXOAMMOCTH-pacxoguMocTH Tex Kacc Lipa, ANA KOTOPbIx 
, E 
Fa is ee 
b+2 
Bonee TOUHO, UMCCT MeCTO CJIEAYIOMECE : 
B 
aa ——, TO CyulecTByer 
a) Ecau ana A cnpapeanuesi (1) u (2) 4 uMeeT mecTo P42 yulectBy 


(byHkKunA f € Lip a AAA KOTOpON B38ATHIEe NO A MHTePNOIAUHOHHBIC NOBRHHOMBI Star pa HiKAa 
; 2 -. + 
r B — + T n A Henpu OfHa. 
L, GA ) A) HeEO PaHHYeHbl 1a [ 1, 1h (An ep ION AUN A iOf J 
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b) Ecau A yaosnerBopxeT ycaosuam (1) mu (2) M nMeeT MeCTO @ > #, TO ANA M1OGOK 
f€Lip @ uurepnonaunonnple nomMHOMe! JIarpawxa L,,(f, A) coorsetctByroune A crpematca 
K f pasHomepHo Ha [—1, +1]. (Mntepnonaauua mpurogua.) 


c) Eco a > TO yoxKe CymlecrByeT MaTpnua Ay, yqoBneTBOpsxrousan (1) u (2), 


B 
WIA KOTOPOK HHTeEpNOAAWHOHHbIe NONMHOMbI L, (f, Ay) pPaBHOMePHO CxOAATCA K f, CCAM TOMbKO 
FE Lip @. 

d) Ecan a <#, TO ye cyulecTByroT MaTpnua A; yfOBneTBopaHouad (1) u (2), nu 
cbynkunsa f, € Lip taxne, uro MHTepNOAALMOHHBIe NOMMHOMB! JIarpawxKa L,, (f2, A;) HeorpaHn- 
yeubI B uHTepBane [—I, +1]. 

AHaNOrM4Hble BOMPOCbI BOSHHKAIOT TaKKE JIA PasMO%KeHHMM B OPTOrOHaAbHbI psx, 
(WIA MeXaHM4eCKHX KBagpaTyp M AA Apyrux AMHEMHbIX ONepaunii. 


NOTES ON INTERPOLATION. I. 
(ON SOME INTERPOLATORICAL PROPERTIES OF THE 
ULTRASPHERICAL POLYNOMIALS) 
r BY 
J. SURANYI (Budapest) and P. TURAN (Budapest), member of the Academy 


To G. SzeGcé on his 60th birthday 


be Let be piven mn points x,,....,.X, with 
(1.1) ee Re Xap ES 1: 
It is a classical fact that there is exactly one polynomial f(x) of degree 
=n—1 such that f(x) assumes at the place x, a prescribed value y,. The 
explicite form of this polynomial L,(f) was given by NEWTON and LAGRANGE. 
The investigation of the convergence-properties of these polynomials, which 
began at the end of the last century by RUNGE and BorEL, revealed a curious 
and unexpected situation with the results of G. FABER and S. BERNSTEIN. We 
consider the system A of points 
(1. 2) ely et Nw ped yore aa kag Sel (rele epee) 
and denote by C the class of functions f(x) continuous for —1=x = 1. Then 
the above named authors proved that in whatever way we choose the system 
A, we can find an f,(x)€C such that the polynomials L,,(f,) belonging to A 
are unbounded in [—1,+1].’ 


2. As FEJER? showed, the situation changes when we turn from the inter- 
polatory polynomials L,,(f) to another sort of interpolatory polynomials. Already 
HERMITE? showed, that prescribing beside the points (1.1) the non-negative 


integers m,,..., 7m, and the real or complex numbers y,,, there is a uniquely 
determined polynomial f(x) of degree 
(2.1) =m,+---+m,—1 


1 For this theory see e. g. UW. 0. Harancon, Koucrpyxtupuad teopan dyaKunn 


(Mocxsa—Jienuurpag, 1949). ‘ 
2 L, Feyér, Uber Interpolation, Gott. Nachr., (1916), pp. 66—91. ‘ 
3 Cu. Hermits, Sur la formule d’interpolation de Lagrange, Journ. fur Math., 84 


(1878), pp. 70—79. 


5* 
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such that 

(222) fF (Xp) = Vu (t= 1) .2,:.. 2}. =D, 12, cee 
In the case 

(2. 3) m, = m,= +--+: =m, = 2 


FEJER gave a particularly simple form of these polynomials which enabled 
him in certain cases to perform the convergence-proofs in a very elegant 
manner. The new feature of the results is that for certsin A-systems, choosing 


Yu =O (ea IF 2), 


the H,,(f) Hermite—Fejér interpolatory polynomials of degree = 2n—1 con- 
verge uniformly to f(x) if only f€C. In the more general cases of Hermite 
interpolation results are rather scarce, partly owing to the lack of suitably 
simple form of the interpolatory polynomials. 


3. In all previously mentioned problems we prescribed at each point 
x, the value of the function and of some consecutive derivatives. In the most 
general case we consider a polynomial f,, (x) of degree =(m, + ----+m,—1)=m 
such that for each x, we prescribe the value of some m, derivatives with 
given indices (not necessarily consecutive ones!). This general form of inter- 
polation was treated as far as we know only in a paper of GEORGE BIRKHOFF.* 
His point of view — as the title of the paper shows — was so general that 
one cannot expect better formulae than those of HERMITE. One cannot even 
see from this paper the new feature of this general interpolation, viz. for each 
n by a suitable choice of the x,’s and the indices of the prescribed deriva- 
tives the problem can be unsolvable or can have an infinity of solutions. On 
this account, for the special case n = 2 a direct treatment was given by POLYA.* 
Hence the questions concerning this most general form of interpolation are 
roughly speaking the following ones: 


1) Does there exist such an f,,(x) at all? (Problem of existence.) 


2) If there is such an f,,(x), is it uniquely determined ? (Problem of 
uniqueness.) . 


3) If fin(x) exists and is unique, how can it be represented in the most 
suitable form ? (Problem of representation.) 


4) Fixing for each n the indices of the prescribed derivatives we choose 
the points (1.2), i.e. the system A so that f(x) should be uniquely deter- 
mined, if the values of the prescribed derivatives are all 0 (if possible). Form- 


+ G. D. Birknorr, General mean value and remainder theorems with applications to 
mechanical differentiation and quadrature, Trans.. Amer. Math. Soc., 7 (1906), pp. 107—136. 

> G, Porya, Bemerkung zur Interpolation und zur Naherungstheorie der Balkenbie~ 
gung, Zeitschr. fiir angew. Math. und Mech., 11 (1931), pp. 445—449. 
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ing for an f(x) €C and each n these interpolatory polynomials, does the 


sequence converge uniformly in [—1,-+ 1] to f(x) or not? (Problem of con- 
vergence.) 


4. In this sequence of papers we shall try to get orientation concerning 
this general sort of interpolation by considering the simplest case only, when 
m—2n—1 and we are seeking a polynomial fon-1(x) of degree = 2n—1 
where the values of the function and the second derivatives are prescribed 
at the points (1. 1), i.e. 


(4. 1) Fon-1 (Xv) = Yr = given, 


fin-1(Xv) = Yr = given re): 


The first question is how to choose the points (1.1) in order to get the 
simplest proofs. It seems to us now that the best choice from this point of 
view are the zeros of the polynomial 

(4. 2) IT, (x) = (1 — x’) Pr-1(x) 


where P,;(x) stands for the (n—1) Legendre polynomial with the norma- 
lisation 


(4. 3) Pei) =1 
Denoting them by &,, we have® 
(4. 4) eon os Sn = Sin = 1 


Forming these points for n= 2,3,... and denoting this by B-system, in the 
second paper we shall consider the convergence behaviour of the correspond- 
ing interpolatory polynomials (4.1) when f(x) €C 

(4. 5) Yr =f(Em), Yr=0 (v=1,2,...,0; n=2,3,...). 
Here, in this first paper we shall consider the questions of existence and 


uniqueness only, but not exclusively for the B-matrix; already this will show 
how much simpler the proofs are in the case of the B-matrix. 


‘5. Let 
(5. 1) n=2k+1 
and 
(G2) fe hg kn > Xue 0 nts So Xe Sl 
with . 
45.:3) Xj = — Xeonse-j G=k+2,...,2k-+1). 


We shall show the 


THEOREM I. /f n=2k+1 and the points x,,...,X» satisfy (5.2) and 
(5.3), there is in general no polynomial f(x) of degree = 2n—1 such that for 


6 In this paper 7 is fixed; thus the zeros of In (x) wili be denoted simply by & in 


the sequel. 
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given y, and yy 
(5. 4) fx)=yv, I’ =) (vy =1,2,...,2). 
If there exists such a polynomial, then there is an infinity of them. 


Hence in the case of an odd number of distinct symmetrical points x, 
both the problem of existence and uniqueness have a negative solution. This 
means that in this case there is a universal linear relation between the values 
Mon-1(Xy) and 74n-1(Xy) (v= 1,..., 2) of an arbitrary polynomial t2,-1(x) of 
degree = 2n—1, the coefficients being independent ot 72n-1(x). The proof 
will show that the same state of affairs holds if the second derivative is 
replaced by any derivative of fixed even order for v1, 2,..., 7. 


6. The simple proof of Theorem I shall be given in 10. The possibility 
of an infinity of solutions raises the question on the dimensionality of the 
number of them. Taking as points x, those defined in (4. 4) we shall show 
directly in 11 that in the case of infinitely many solutions in Theorem I for 
n = 3 the general form of the solutions is 
(6. 1) F(x) = fo(x) + ch), 
where f,(x) and f,(x) are fixed polynomials of degree =2n—1 and c an 
arbitrary complex number. 


7. In the case n= 2k the situation changes. In 12 we shall show 
directly’ the 


THEOREM II. /fn—2k, then to prescribed values y, and y3 there is a 
uniquely determined polynomial f(x) of degree = 2n—1 such that 
(731) fe&)=yr, [7 6)=H (Pal lo, Seen 
if &, stands, as in (4.4), for the zeros of IT,(x). 

This means, of course, that in the case 
(ize) Ver Vase 0 (v= 1, 2,...,2;n even) 
the only solution of (7.1) is f(x)=0. This result is curious for a certain 


reason. It is namely well known that /7,(x) satisfies the differential-equation 
(for each integer n = 2) 


(7. 3) (1 — x’) i (x) + n(n— 1) 71, (x) = 0; 
Thus for n=4 
ITS (63) ==9 (vy = 2, 3,..., (n—2), (n—1)). 


Hence there is a non-trivial polynomial, even of nt degree, satisfying “almost” 
the requirements (7. 2), i.e. except the two conditions 


(7. 5) PEs) =f" En) = 0. 


A verification of the further results of this paper in the frame of Birknorr’s 
approach seems to us to be a very difficult task. 
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Superficially thinking one would incline to conclude that there is a non-trivial 
polynomial of degree (n+ 2) Satisfying all conditions (7.2). The Theorem II 
and the result in 11 show that this is not true; it follows that for an even n 
no polynomial of degree = 2n—1 exists with the property (7. 2) except f=0. 


8. In 13 we shall investigate the existence- and uniqueness questions 
of the interpolation problem (4.1) when the points x, are the zeros ns of 
the n' ultraspherical polynomial P® (x), to the knowledge of which G. SzEG6 
contributed. very much. Since 2 and n are fixed we shall denote the zeros in 
question simply by 7, (v=1,2,...,n) and instead P(x) we shall write 
Q,(x) only. We consider only the case 4 =—t, since in the case —— 
Qn(x) is identical with /7,(x), we may suppose 

1 
(8. 1) Lo 3° 


The polynomial Q,,(x) satisfies for all non-negative integer n’s the equation 
(8. 2) (1— x*) Qi (x) — (24+ 1)xQn(x) +a(n+ 24) Q, (x) =0; 


it is uniquely determined in the case 4=-0 by the normalisation 


‘n+2as—1 
(8. 3) Qn) =| : |; 
and for 40 by 
(8. 4) G(iyaat: 


It is well known that all the zeros are real, simple and lying in —1 <x< ie 
Since for odd n these zeros fulfil (5.2) and (5.3), we have only to confine 
ourselves in this § to the case 


(8. 5) n=2k=4. 


We shall see that in this case the interpolation problem (4. 1) is generally 
uniquely determined. A particular behaviour is shown only in the case 


5 
(8. 6) i+ > odd integer i= hele 


i.e. when the points x, are the zeros of some derivative of odd order of the 
Legendre polynomials. In this case neither existence nor uniqueness of the 
polynomials with (4. 1) holds good. More particular is the behaviour of these 


polynomials, if in (4.1) we have 
(8.7) Yy = Y= 0 


=0 is ial of degree = 2n—1; 
i erally f(x)=0 is the only polynomia ‘gi 
ee ee: 6) Ae is a uniquely determined non-trivia! polynomial 


(yah Zieh ay tye 
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fo(x) of degree [" aod such that for all polynomials f,(x) = cfo(x) and 


only for these 
(8. 8) film) =Sfi (wm) =9 (7 == 1,2) 50301) 


holds with any numerical c. Thus we shall show the 


: 1 
THEOREM III. The ultraspherical polynomials P® (x), with Aita = even 
integer >O and n= ie with the zeros ny,..+,%n, have the property that 


: I 
there exist non-trivial polynomials f(x) of degree [" +2+ 2] such that 7,,..., Nn 
are zeros and at the same time places of inflexion of the polynomial f(x). 


9. Before turning to the proofs we mention a corollary of Theorem | 
(similar conclusions could have been drawn from the other results of this 
paper, too). Let n=-2k-+1 and the numbers x, satisfy the condition (5. 2) 
—(5.3); to a prescribed integrable F(x) we consider the solution of the 
equation 


(9. 1) fO(x) == FQ) 
with the conditions 
(9. 2) JG) Sy ST OG aa (vrs oR 


where y, and y; are prescribed numbers. If g(x) is any solution of (9. 1) 
(without requiring (9. 2)), then g(x) /(x)—g,(x) satisfies g@”(x)—0, i. e. 
F(X) = 8o(X) + 72n-1(X) 

where 7t2,-1(x) is a polynomial of degree = 2n—1 such that 
02n-1(Xy) = Vy — Lo (Xr) = prescribed, 
70in-1(Xy) = Y> — Bi (x,) = prescribed. 
But owing to Theorem I this is generally unsolvable. Hence we obtained the 


Corottary." /f n is odd and the points x, are real and symmetrical to 


x==0, then the equation (9.1) is generally unsolvable under the restrictions 
(9. 2). 


10. Now we turn to the proof of Theorem I. We decompose the poly- 
nomial 


2n-1 


f(x)= pa Cy X” 


8 A corollary of similar character is mentioned in BirkHorr’s quoted paper, p. 114. 
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into an even and an odd part: 


n-1 mon 
5(x) = 2 Cay X™, t(x) = > Coy +1 xev td, 
vent) v=0 
The first part of the conditions (5. 4) will then give 
F(X) = $(Xr) + tx) = yy, 


(10. 1) T(—p) = (Xp) —t(%,) = Ya-oat [» =1 a8 all 


Since s(x) and ¢’(x) are also even and odd polynomial, respectively, from 
the second part of the conditions follows 


f(s) = 8%) +8" (&) =f, 
3) a s (5) (xy) = Vacs [” 4 Ke Zh eaey fl . 
From (10. 1), (10.2) we get for ¢(x) : 


(10. 2) 


10.3 t = Vo Va-o ” ; LoVe ris jee me 
( ) (x,) 2 u,,t (x,) 2 uy, } Losin D ’ 


and of course 

(10. 4) (0) = 2t"(0) —0. 

Since the last conditions are automatically fulfilled, in the case of an odd n 
‘we have n—1 linear equations for the n coefficients of ¢(x). Hence apart 


from special values x, the system (10.3) has an infinity of solutions. 
For s(x) the equations (10.1) and (10.2) give 


Vv + Vn—-v41 hm 
2 


Ur, 


SX) = 
6X») Yet Sav ays p= 12-5]). 


Since in the case of an odd n, O occurs among the x,’s, owing to (10. 4), 
we have the additional conditions 


ee Je’ oO) as" 


n 
9. 
2 


(10. 5) 


The last two equations determine c, and ¢c,. For the remaining n—2 coef- 
ficients the system (10.5) furnishes n—1 equations. This system becomes 


e 2 * 
contradictory for appropriate values of the v,’s and v’s. 
Since the u,’s and v,’s resp. u}’s and v,’s also determine the values y, 


and y%, these results prove Theorem I. 


11. As told in 6 we shall consider with an odd n in the case of Xy = by 
(see (4.4)) the general structure of the solutions. The assertion (6. 1) will be 
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obviously proved if we show that in our case all polynomials f(x) of degree 
= 2n—1 satisfying 


(11.1) fE)=f' &) =9 (vy =1,2,..., A) 
are 
(11. 2) c1T,(x) (Pu-1(x)—3) 


with arbitrary numerical c. If f(x) satisfies (11.1), the first part of the con- 
ditions implies 

F(x) = Fn ()Qn-1 (x) 
where gn-1(x) is a polynomial of degree =n—1. Then the second part of 
the conditions means 


(ile) Th Ey) Gn-1 (E) + 21, E) Gn-1(&) = 9 (y==1,2,...,{(a—1),n): 
But the equation (7.3) gives for v= 2, 3,...,(a—2), (a—1) 

IT (&) = 0, 
i.e. owing to the simplicity of the &,’s we have 

gu-1(,) =0 = (vy ==2,3,...,{(n—2) (n—1))- 
But this means that qgi-1(x) has all its zeros common with 


IT,,(x) 
1—x° 


ord Phi (x), 


Qn-1(X) = CPr_1 (x) 
with a numerical c. Hence if c--0 
Qua (X) = C(Pr-1 (x) +4) 
with a numerical ¢,, i.e. 
(tea) J(x) = cI, (x) (Pass (x) + G,): 


To determine c and c,, we use the requirements f”(+1)—0O. As well known 
and easy to verify 
n(n—1) 


(11.5) Peal) Sar (I) eet 


and thus, using the known identity 


(11.6) HT, (x) = —n(n—1) [Pa a(fdt, 

we have : 

(11:7) IT,(1) = —a(n—1) =(—1)" 1 (— 1), 
(11.8) Tei yoeee ae See ety. 
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Hence from f’(1)—0O we have 


O=c{ JT) +¢) +277, (1) Pi i(1)} 
and using (11.5), (11.7) and (11. 8) 


Cc; = — 3, 
(11. 9) F(x) =c HT, (x) (Pr-1 (x) —3). 


Since n is now odd, it is easy to verify with (11.5),-C11.. 7):and (11. 8) 
that the polynomial (11.9) satisfies also the condition J (=-1)2=02 Ih'e=20; 
then q,-1(x)—=const., i.e. f(x) would be c,/7,(x) with a numerical c,; but then 
fF’ (1) + 0.° Hence only the polynomials (11. 9) fulfil our requirement and thus. 
(6. 1) is proved. 


12. The proof of Theorem II runs parallel to the reasoning of 11. This 
proves also in this case, n being even, that if 


(12. 1) FE) =f" &) =0, 
then f(x) has necessarily the form 
4262) F(x) =c H, (Xx) (Pa-1(x)— 3) 


with numerical c, without using the requirement f’(—1)—0. But since n is. 
now even, this condition together with (11.5), (11.7) and (11.8) assures 
tiatc==(), 1, €. 

(12.3) F(x)=0. 

Now this means that writing out (12.1) as a linear system, the determinant 
is-_-0. Considering the general problem ; 

(12. 4) fE)=IW, LE) =Ir (v—=1,..-,) 

this shows that the corresponding linear system is always uniquely soluble, 
i.e. Theorem II is proved. 


13. Finally we turn, as told, to the case when the x,’s are given by 
the numbers 7, defined in 8. Let first be 


(13.1) —$<dt0, n= 2k. 


As we have seen previously, everything depends on determination of all 
polynomials g(x) of degree = 2n—1 for which 

(13. 2) B(m)=2' (m)=0 — (¥=1,2,-.-,7). 

From the first part of the conditions we get 


£(x) === On (OX) Tat (x) 


9 This last sentence holds obviously also in the case of an ever 7. 
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with a suitable polynomial r,1(x) of degree = n—1. The second part gives 
(13. 3) Qh (Hr) Fn-1 Nr) + 2 Qi (tv) Fn-1 (Nv) = 9 (v=1, 2,..., 2). 
But from (8.2) we have 

(117) Qh (tr) —(24 + 1) ty Qu (tir) = 95 
i.e. from (13.3), using also the fact that the zeros of Q,(x) are simple, i.e. 
Qi. (jr) += 9, we get 
(13.4) [Et] tes Cie) +0 19) (te) =O. 


Since the polynomial 
; 1 
(IAs) iQ) +(2+ 3] 7010) 


is of degree =n and by (13.4) all its zeros are the same as those of Q,(x), 
we obtain 


(13. 5) (1 —x*)ri-1 (x) + (7 4. iil X Fat (X) =a) 
with numerical c. 


14. We have to investigate whether or not the equation (13.5) has a 
polynomial solution of degree =n—1 (neven). It would be easy to give the 
solution in the form of an integral, but it would. not be easy to decide on 
this form whether or not the solution is a polynomial. Instead of it, we shall 
use the idea to try to solve the equation (13.5) by 


n-1 
(14. 1) Tn-1 (x) = DS, Cy Qy (x). 
y=0 


We shall use the identities’ for » = 1 
(l—x’) Q(x) = 
(14. 
ae) = Dev pay + 24— 1) (9 +24) Qy-1)— HY + 1) Qos (X)}, 


(14.3) XQ) = ae _ (+ DQu+O+2—NQAO)}. 


Substituting (14.1) into (13.5) we obtain 


n-1 ‘i 
WI SOI —YVWY+ SG(A+7]xQ) 
yan B 


v—0 


0 See G. Szea6, Orthogonal polynomials (New York, 1939), pp. 83 and 82. 
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and using (14. 2), (14. 3) 


CQn0) = S yer (C+ 21 +.20)Q.-10)— +1) Qe} 


A+s a a+ 
ee Nee ae Riar D = > 2 aa {(¥ + 1) Qrat(X) + (7 + 24—1) Q,-4 (0) } = 
2a 1 
(14.4) =e" ae Paes n(2 7 —7) Goals) + 


oe 


n-1 
‘oe He ade 2-1) *+3nt+5] Qy1(X) = Cy SiiCd 


n ‘hea : 3 : 
+ 2, 2(v+4—1) at a, ea Q,(x) + 
S Cy+1 hs ye 


We have to compare the coefficients of Q,(x) in (14.4). Comparing the coef- 
ficients of Q,-1(x) we find for n= 4 


Cn-2 4) 
Dray D+ 5a), 


ie, ii n=4 and nd+o 


(14. 5) Cn-2 == 0. 
Comparing the coefficients of Q,.(x) in (14.4) we obtain 


= 3 
0= 455 [32+5), 


i.e. since now 4=+0 
(14. 6) C;=0; 
If n=4and2=vasn—2, the comparison of the coefficients of Q,(x) in 
(14. 4) gives 

Cy-1 _ Sage: Cott ; 4 3 
(14.7) 0=— r(24 : ”| es @+2i)(7+3 > 


y+ta-+l 


and considering the coefficient of Q, (x) in (14.4) we see that (14.7) holds. 
also for 71; thus (14. 7) holds for 

(14. 8) eA t= ans 

Evidently c,i1 can be expressed always by c,1 from (14.7); thus starting 
from (14. 6) we obtain 

(14. 9) Cy == Cg Op St Hn =O. 
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Investigating cy, C., Cr, .-+)n-2 we consider first the case when 4 is not only 
restricted by (13.1) but also by 


(14. 10) A+ 2 + odd integer. 


Then c,-; can be expressed for odd »’s by c,,1 from (14. 7) and hence start- 
ing from (14.5) we obtain 


Cn-2 Cn-4 ee C2 == Cg== 0; 


i.e. fn-1(x) =0. Since (14.10) implies that atI4S, and the case 4—0O 


can be settled with reference to the continuity in 2, we obtained that ifn = 4 
even and 
1 


(14. 11) A+ 5 + odd integer, h> ane 


then we can always find a uniquely determined g(x) polynomial of degree 
= 2n—1 so that 


(14. 12) g (n>) = prescribed, g” (nS) = prescribed (v=1,2,...,N). 
Tall 
(15. 1) AS —5, 1+5 odd integer (= 3), n=even= 1432 6), 


the situation changes, since c,; can be expressed by c,.1 from (14.7) only 


for ole, i.e. only 


(15. 2) | Cu mc eee Seen 


remains true and C. is indetermined. Giving any value to c ; (14.7) is 


1 
Dy 
2 


again applicable with 


i.e. the values of 


Cor Cyr Creer a 
are with Cert uniquely determined and +0. Hence in this case all 2(x) 
polynomials of degree = 2n—1 satisfying (14. 12) are of the form 


(15. 3) &(x) =ck(x) 
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where k(x) is a uniquely determined polynomial of the exact degree 


(ntats). If 


| 
(15. 4) i a? A+ : = odd integer, n=t+2(=4), 


then (14.5) ceases to be true, but 


c Cc a Cas 
1 3 A+ 


0 


holds. ¢c,-2 is now arbitrary, fixing its value, (14.7) is applicable again with 


1 : : ; 
= ee ha , 1. e. again Cyr Carer ,=C, 3 are uniquely deter- 


m-4 


mined. Hence (15.3) holds and the degree of k(x) is i +n also in the 
case (15.4). If the restrictions are 


A> —+, 1t3— odd integer (= 3), 453 n=even= eae 
then repeating the same argument, it follows again g(x)=0. Thus we 
obtained that if 


(15. 5) A+ 5 = odd integer (= 3), 


then in the case 4 =n=even=h vee the only solution of the problem (14. 12) 


is g(x)=0, but forn2A+ = there is an infinity of solutions with the gene- 


ral form 
g(x) =ck(x), 


where c is an arbitrary constant and k(x) a uniquely determined polynomial 


1 
of exact degree [" +A+ a . 


(Received 22 January 1955) 
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3AMEUAHHE OB UHTEPHOJIAWMN. I. 


(O HEKOTOPbIX AUHTEPNOJIAWMOHHbIX CBOUCTBAX 
YJIbTPACPEPUYECKUX MHOTOUJIEHOB) 


A. Wypanpu un I. Typau (Byganeur) 


(Pes Me) 


ABTOpbI 8aHMMaIOTCA ONPepeNeHHeM MHOPOUeEHOB CTeNeHH, He NPeBblWarOlWlen HATYpPasb— 
Horo uncna 2n—1, AnA KOTOPbIX sHa4eHNe PyHKWMM WM BTOPOM MpOHsSBOAHOM 3afaHbl Ha 
pasM4HbIx MecTax. OkasbIBaeTCH, YTO ECM M — 4NCNO HEYETHOE HM OCHOBHBIC TOUKN pacnoo- 
*%KEHbI CHMMETPHYHO OTHOCHTeIbHO O, TO 3afa4ua HUKOIfa HE ABAACTCA EMMHCTBEHHO ONpepe— 
nenHon. Tipu uerHom mn paccMaTpuBaeTca Cay4au, KOra OCHOBHBIC TOYKM ABAAHOTCA KOPHAMH 
n-Oro yabTpacibepnyeckoroO MROrOUNeHa, COOTBETCTBYHOWerO HeEKOTOPOMY 3HaMeHHHO Mapa- 
mMeTpa 4; now yabTpactbepuyeckKuM MHOrO4IeHOM CTeneHH 7 MbI NOHHMAeM PeleHne B BUTE 
MHOrowieHa CTeneHH fn ypaBHenna (8.2). B atTux cmyyaix safaya BOOOWIe eAMHCTBEHHO 


OnpefeneHa. HeonpeseneHHOCcTb BO3SHKKaeT JMWb ecan 2+ e eCTb HeEYeTHOe Wem0e 4NCIO- 


(= 3). OcoOexHO yaoOubI AA wUeneM |9THX UCCMeEAOBAHHH OCHOBHBI€ TOUKH, ABAAHONUMeCA 
KOPHAMM MHOroUeHa 


IT, (x) a { Pei) dt, 
-1 


rae P,_,(t) — muorounen Jlexangpa crenenu n—l. Mobi BepHemMca K uCCNeAOBaHHIO CxOnH- 
MOCTH MHTEPNOAAWMOHHOFO MpOuecca BbIWeONMCAHHOrO THMa, CCIM OCHOBHbI€ TOYKH KOPHH. 
muHorounena JT, (x), B Apyrom pa6ore. 


ON PROCESSES OF HAPPENINGS GENERATED BY MEANS 
OF A POISSON PROCESS 


By 
LAJOS TAKACS (Budapest) 
(Presented by A. Rényi) 


§ 1. Introduction 


In the second part of our paper [8] we have discussed the following 
problem : 

Let us consider m mutually independent stochastic processes, each defined 
as follows: let us consider a Poisson process in the time interval 0 =u < ~, 
in which the density of the occurrence of events is p; some of these events 
produce a happening, the duration of which is a random variable. The first 
event taking place in the time interval (0=u< ~) produces a happening 
having the duration y,, the first of the events taking place after the end of 
first happening produces a happening of duration y., etc. We suppose that 
the variables x; (k—=1, 2, 3,...) are independent and equidistributed, with dis- 
tribution function P(y,=x)— H(x), further that 7, can assume positive values. 
only, that is H(O)—O and that the expectation M(y.)—e is finite. The 
secondary stochastic process obtained in this manner from the Poisson pro- 
cess is called the process of happenings. Let us mention that such processes 
occur in practice, for instance, in connection with the counting of particles. 
by means of a Geiger—Miiller counter. 

In [8] it has been shown that the probability of a happening starting 
between the moments uw and u+4u is' f(u)4u-+o(4u) where f(u) satisfies 
the following integral equation: 


(1) flu) =p—p | flu—vl1 —H(@lax 


0 
which has a uniquely defined continuous solution f(z). If the Laplace—Stieltjes. 
o(Au) _g 
Au 


1 By 0(4u) we denote a function for which lim 
Au->-O 


6 Acta Mathematica VI/1-2 
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transform of H(x) is 


(2) (s)— |e" dH(x) (3t(s) = 0), 


the Laplace transform of f(u) will be 


@ 


Ys at p 
x Je"fedu= 5 —pye) 


which converges for 3t(s) >0; relying upon this f(u) can be uniquely deter- 
mined. 
The probability of a happening going on at the moment u is 


1 
(4) EG) tee Neer 
It has been shown that the following limit exists: 
* 4: mon p 
©) P= lim =F pa 
and consequently also 
ee _ —pe 
(6) eee NO ca pre es 


Let us now consider simultaneously m processes of happenings of the 
type defined above. We shall say that at the moment w the system is in the 
state E, (k =0,1,..., m) if at this moment in m—k& processes no happening 
is taking place, and in & processes a happening is going on. In [8] the system 
we just referred to was examined first in the time interval (0, ¢) and follow- 
ing that in any time interval having the length ¢, in case the process is 
going on since an infinite time. We call this latter case the stationary case. 
The expected numbers m,,(t) and m},,(¢) of the transitions E,-; > E, during 
the time interval (0,f) or, in the stationary case, during a time interval of 
the length ¢, respectively, have been determined. We say that at the moment 
u an (at least k-fold) coincidence takes place if the system is in one of the 
states E; (7 =k, k+-1,..., m). We have determined +,,,(¢) and vy(t), the mean 
total length of duration of the coincidences falling into the time intervall (0, f) 
in the non-stationary case and in the stationary case, respectively. 

We remark that the results concerning the stationary processes are to 
be understood that we determine the probabilities and expectations for the 
time interval (u,u-+-t) and succeedingly we pass to the limit u— ov. 

In the present paper we choose the special case kK—1 as subject of a 
more detailed study. We shall determine in the non-stationary case the dis- 
tribution of the number of transitions E,—> E£, in the time interval (0, ft); tet 
us denote the probability of the event that this number is =n by W,(é, n) 
(n=O, 1, 2,...). Further, we determine the distribution of the total length of 
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time in the time interval (0, ¢), while the system is in the states E; (7 =1, 2, ...,m); 
let us denote this distribution function by §2,(¢,z). These functions will be 
determined also for the stationary case and will be denoted by Wi(é, n) and 
§2;(t, z), respectively. 

Let us denote in succession the distances between a transition E, > E, and 
the immediately following transition E,— E, by the random variables Gi Gee eee 
It is clear that €,§&,... are independent random variables with the same 
distribution function P(& = x)= D(x) and expectation 
(7) I= | [1 —D(x)] dx. 

0 

Let us denote in the case k=1 the above-mentioned mean values by 

m,(t), mi(t), t(t) and ri (#), respectively. Relying on the results of [8] we 


have the following equations: 
t 


(8) m= > [Wi 2) = mp [[1—F wy" ae, 

(9) m= Sp—witeml=mo 1] t 

and ‘ 

(10) «(= jt == 2, (1, 2)| dz=|[I ==(1—F(m))"\¢u, 
t , 1 m 

(11) cit) =| —2r¢, Ndz—=|1—[ pa It 

By comparison of (8) and (10), and of (9) and (11) it results 

(12) m,(t) + mpv,(t)=mpt 

and 

(13) mi(t) +-mpvi(t) = mot. 


The expectation # can be determined using the renewal theory in the 


following manner: 
Perit) et pe) 

(14) of ates mi(t) mp 

In the first part of our paper we shall discuss the determination - the 
above-mentioned probabilities. The method employed is, as far as Ke oy 
new and at the same time very simple, and seems to be ta rigs ny 
in the solution of many problems of similar type. In the le bad gies 
paper we shall discuss an apparently different problem by applying the s 


blem is closely connected with the 
_ As we shall see, however, this pro ; ani 
Cee it constitutes a limiting case of the previous problem. 


previous one, notably, 


6* 
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§ 2. Preliminaries 


In this section we prove some auxiliary theorems which will be needed 
in the following discussion. 

Let us consider a stochastic process in the time interval O=u< oe 
describing the state of a system, with the only possible states A and B. Let 
the system be at time w—O in state A and we suppose that the system pas- 
ses in a random manner from state A to B, and conversely. Let the durations 
of the intervals in which the system is staying in the states A or B be inde- 
pendent random variables. Let the successive durations, while the system is 
staying in state A, be denoted by the random variables 1, 7, mj,--.. Let us 
suppose that the »),’s have the same distribution function 


bist os op aie heme 
(15) CO) =). 5 foraee 


Further, we suppose that the successive durations of the system staying 
in state B, which we denote by &,6&,,&,..., have the same distribution func- 
tion D(x) for which D(O)=0O. Further, we suppose that the variables. 
No» Nis No». --3 51... are mutually independent. 

This definition determines the structure of the process uniquely. The 
regeneration points of the process are formed by points in which the system 
is in state A. Namely in such time points the probability that the following 
transition A— 6B occurs within the next time interval of length x is C(x), 
independently of the past of the system. 

It is clear that the length of time between consecutive transitions A— B, 
which we denote by ¢,,o,¢;,..., are also equally distributed independent 
random variables with the same distribution function 


(16) G@) = [p—e" }aDQy), 


Since G, == nc: ) 

Let us denote by W(t,n) the probability that the number of transition 
A-— B occurring in the time interval (0= u<f?) is =n, and by W*(t,n) in 
the stationary case. We shall determine these distribution functions as well 
as their mean values and moments. 

We shall determine in the non-stationary case the distribution function 
S2(t, z) of the total length of the duration within the time interval (0, A), 
while the system is in state B. We shall determine the corresponding dis- 
tribution function also in the stationary case and denote it by §2*(¢, z). Fur- 
ther, we shall also determine the averages of these probability distributions. 


PROCESSES OF HAPPENINGS GENERATED BY A POISSON PROCESS 85 


Non-stationary case 


The determination of W(t,n). Let us denote the instants of the transi- 
tions AB by u,,u,,..., u,,... . Then the probability of a number =n of 
transition A—» B occurring in the time interval (0=u=rF) is equal to the 
probability of the n+ 1-st transition occurring after the time ¢, that is to say 


(17) WE 2) = PE < tnt) = 1— Pts S 1) = 1— Cl) # G, (8, 


where G,,(¢) denotes the n-fold convolution of the distribution function G(t) 
which can be determined starting from G,(t)— G(t) by the following recur- 
sive formula: 

; 
(18) G.)=|Grit—x)dG@x)  (n=2,3,...). 

0 
Namely, Uns —= +5. +5-+---+6, is the sum of n+ 1 independent random 
variables. We have P(7 = x)= C(x) and the distribution function 


P(Ci + S2+ +++ +On S x) = Gn(X) 


satisfies to the recursive formula (18). 
If the Laplace—Stieltjes transform of G(x) is denoted by (s), i. e. 


(19) p(s) =| ed G(x), 


if follows from (18) that the Laplace—Stieltjes transform of ¢,+6,+---+4, is 


fox) 


is 


(20) JewdG,(x)=[9)]". 
0 
Taking into consideration that 


(21) fewaCw=5t, , 


= AY 


it follows from (17) that the Laplace transform of W(f, 2) will be 


1—[p(s)I"" 
S 


(22) fe W(t, n) dt = 


0 
whence W(t,n) can be determined uniquely. 

Determination of the mean value. If the expected number of transitions 
A—B occurring in the time interval (0, t) is finite, what clearly holds in our 
case, we have 

S => [C+ 6,0). 
(23) m= >We M=ZICO* G0) 


m— & 
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The Laplace—Stieltjes transform of (23) is 


Dp 1 
pt+s 1— ¢(s) © 


(24) ed m(t) == 
0 
It is well known from the renewal theory (W. FELLER [3]) that the non- 
decreasing average function m(t) can be determined uniquely from (24). 
Determination of the moments. If the r-th moment of W(t, 7) is finite, 
it can be determined as follows: 


(25) m(t)—= > [(n+1)!—a'] [1— WG a]. 
n=—0 
The Laplace—Stieltjes transform of this moment is 
- pr ss rar fo) 
(26) Jetamiy—SP. dln 4 1A 19) 
0 
= . ttl@ 17-1 
DOES te Ne (3t(s) > 0) 


es =e E61! 
wherein G/ denotes the Stirling numbers of the second kind. Here we have 
used the well-known relation 
97 = ve! 7 “. 
(27) n= DSi Ni 


By (26) m,(t) can be determined uniquely. 


Stationary case 


The determination of W*(t,n). If the examined process has already 
been going on for an infinitely long time and we raise the question: what 
is the probability that in a time interval of length ¢ a number = of transi- | 
tion A-+B are taking place, it is necessary to know what: is the situation 
at the starting point of the interval. The probability of the next transition 
occurring within a period of time =x, counted from a_ given starting 
moment, is 


tah 
(28) G(x) | 1—Goylay 
0 
wherein « denotes the average of G(x), that is 


(29) w—|[1_—G@ojax. 


0 


PROCESSES OF HAPPENINGS GENERATED BY A POISSON PROCESS 87 


This can be proved in the following manner. Let us denote by ¢, the 
distance between the time point uw and the next transition A—B. For the 
process ¢, a theorem due to J. L. Doos [2] (Theorem 12) is applicable which 
states that under the present conditions there exists the limiting distribution 
lim P(G. = x)= G*(x) where G*(x) is given by (28). 


u-> @ 


If the distribution function G*(x) is known, W*%(t,n) can be determined 
in the same way as W(t,n), only we must replace 1 by such a random 
variable which has the distribution function G*(x). We can write 


(30) W* (tn) =1— G6" (t) + G,(. 


As in our case 


cee) 


(31) Jew C.GAX) == i) 


we have by (20) 


fee) 


(32) Jew Wendi ls) [eT (sy S 0) 


0 
whence W*(f,n) can be determined uniquely. 


Determination of the mean value. \n the stationary case the expected 
number of events occurring during the period of time ¢ is 


we 5) 
what results by simple calculation, as it might have been expected in advance. 


Determination of the moments. In case the moments of higher order are 
finite, they can be determined in a manner similar to what has been outlined 


in what precedes. The r-th moment is 


(33) m (t)= 3a [1— W(t, 2) | = 


(34) m(tj}—= >[(a+1y—e}—w'e oh 


its Laplace—Stieltjes transform is similarly to (28), 


7 ( —st * ine 1 Sy cl I! [p(s)} i s) = 0) 
(35) Je ‘dim (ty S,. fiecarore Saar (NG 


0 


and hence m*(t) can be determined. 
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Duration of staying in the state B 


As we have seen the distribution function G(x), of the length of time 
between two consecutive transitions A—B, can be determined from (16). On 
the other hand, if we know G(x), D(x) can be determined from (16). As the 
Laplace—Stieltjes transform of G(x) is y(s) and the Laplace—Stieltjes trans- 
form of C(x) is p/(p+s), it follows from (16) 


ao 


(36) Jerap@=—29259 — awe=n 


0 


whence the distribution function D(x) can be determined uniquely. Let us 
denote the n-fold convolution of D(x) by D,(x). This can be determined 
very simply by aid of (36) since according to that formula the Laplace— 
Stieltjes transform of D,(x) is 


(37) JewadD,@) = E OP | i (9t(s) = 0) 


0 
whence D,(x) can be determined. We put D,(x)=0 if x <0, and D,(x)=1 
ire 0. 
In order to determine the probability distribution functions $2(f, z) and 
$2*(¢, z) we refer to our paper [8]: in the non-stationary case we get 


\ S* o-mt-2) Ge Nae) if O s2sf 


(38) $2(t, Z) = = 

I ieee Ae 
and in the stationary case 
(39) §2°(¢, 2) = 


1 Sie) COL eee | 
je ae P(t-s) 7 ) Pale) +P | [1— D(x)] D,. (z—x) dx 

‘ if Os2ziey, 

1 if 2% 
where % denotes the mean value of the duration of a single staying of 
state B: 
(40) 9 = | [1—D(x)Jdx. 
0 

We remark that $2*(¢, z) has a jump 


@ 


(41) (1—Dejax 


eed 
Lae De. 
t 
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at zt. The probabilities (fz) and £2*(¢,z) can also be obtained in a 
simple manner by aid of Laplace transformation, notably, we would confine 
Ourselves to the case in which t—z—=a (a constant) and the Laplace trans- 
form with respect to z of Q(a+z, z) and £2"(a+2z,z), are formed with the 
parameter a. In this case the following equation holds: 


oo 


(42) | e "l(a 4- Z. z) dz —— af > er ( pa) ole = I | ; ae at (PERG RAE 
. Sees n| p s : 


and similarly 


oo 


(43) | e-#92" (a+-z,z)dz= (p Tp Pe ees : 
0 
By inversion of the Laplace transform we obtain 82(a+-z, z) and 2° (a+ z, 2), 
respectively. From these the desired probability distribution functions 2(f, z) 
and §2*(¢,z) may be obtained by the substitution a—t—z. 
The average duration of the system staying in state B is in the non- 
stationary case 


(44) r(t) =| [1 —2¢, 2)| dz 


and its Laplace—Stieltjes transform is 


oO 


: en ae 
eS) Jenar®= 545 2,00 Ps Pet 9O) 


0 
In the stationary case we have 
t- 
: : pt 
(46) % ()=|{1—2 (i CA ras ; 
0 
as results by simple calculation. 
We shall not deal with the question of determining the moments of 
higher order; in this respect we refer to [8]. Winey . 
It appears from our above discussion that if the distribution function 
G(x) is known, it will be possible, by considering its Laplace—Stieltjes 
transform g/(s), to determine all the probabilities in question. In what follows 
we shall discuss cases, in which the distribution function G(x) is not known, 
but, indirectly, we are able to determine the average function m(t). If m(t) 
is known, (s) can be determined according (24) by 


1 
i 


A 


i : : : 
(47) p(s) =| erde@)—=1— Baise . 
0 e*dm(t) 

3 
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the mean value of G(x) is evidently 


oO 


: t 
(48) aa xd G (x)= lima rie 


If we denote by P(t) the probability that the system is at time f in state A 
and lim P(t)—P exists, then relying our results [8] we have « = 1/pP. 


t> @ 


The main idea of our paper is the following: there exist cases in which 
the determination of G(x) either can not be carried out or raises great dif- 
ficulties, whilst at the same time m(t) can be calculated in a simple manner, 
succeedingly g(s), the Laplace—Stieltjes transform of G(x), is obtained very 
simply and thus also G(x) itself can be determined. 

It must be mentioned that in the next two sections we shall use the 
same notations as in the general case treated above. 


§ 3. The solution of the problem 


As easily seen, in the system consisting of m mutually independent 
processes of happenings the moments in which the system is in state £, form 
the regeneration points of the process. The durations of the time intervals in 
which the system is in state EF, are independent random variables with the 
same distribution function C(x)—1—e”. The lengths of successive time 
intervals in which the system is in state non-E, (that is to say in one of the 
states F,, £,,..., E,) are also independent random variables with the same 
unknown distribution function D(x). 

This is the same process as discussed in the last chapter. To the state 
F, corresponds, in the preceding chapter the state A, to the state non-E, the 
state 6 and to the transition E,—&, the transition A— 8B. Let us denote 
the common distribution functions of the distances between consecutive tran- 
sitions Ey E, by G(x). 

We consider the Laplace—Stieltjes transform of G(x) 


(49) p(s) = Je *dG(x) (R(s)= 0). 

0 
If this transform is known, it will be possible, using the results of the pre- 
vious chapter, to determine the penpals in question. 

Thus W,(t¢,), the probability of =n transition E)— E, taking place. in 
the interval (0,7), can be determined uniquely by the following expression: 
(50) eW,(t, n)dt—= + — _™P_. 199] 

S$ mp-+s RY 


O 


which converges for N(s) > 0. 
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In the stationary case W(t, n) can be determined from the transform 


oO 


(51) fe Witt, nydt— 1 — PaO 9s (R(s) > 0). 


0 

Here « denotes the average of G(x). 

In our case, in accordance with (36), the following equation holds: 

“mae mp-+s 
52 a SSI seepage | 
(52) je d D(x) ap p(s). 
0 

Let the mean value of D(x) be %—«—1/mp and the n-fold convolution 
of D(x) be D,(x); in this case, in accordance with (38), the following equa- 
tion holds: 


~ Oe — n ; 
(53) Q(t, 2) = Dennen LNg _ Uy WEE 
and by (39) 
: l amie (tee) |" 
: 2¢62=>ppT =? oe) ar : 
(54) : 
“| Da(2)+ mp | [1—D(x)]D,(z—x) ax me OR 2a 


As can be seen, it is possible to answer all the questions if /(s) is 
known. This will be obtained by aid of (47) m,(#). According to (8), taking 


(4) into account, 
t 


ae | mn 
i(t) = u)| du 
(55) m= “pm ) Ue)} 
and the Laplace—Stieltjes transform of this function is 
( m ea} ae 
(56) fenamiy =e |e f(D)" dt — (X(s) > 0). 
0 0 


Hence, according to (47), we obtain 


a cea 


* of —st ie | 
(51) p(s)=1— GP} femrornat 


0 


Thus, g(s) having been determined, the probabilities in question can 
? aN ot, 
also be obtained in a simple manner. We would remark that with a given 
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H(x) the solution f(u) is furnished by (1). The mean value of G(x) is 


@ 


(58) p= xdG@)= 


0 


m 


(1 +pe) 
mp 


where «— M{y,}, i.e. the expectation of 7,. 

We remark that, generally, our method can not be employed for stu- 
dying the transitions E, > Ex. or Ex+1— Ex (k+-0) because the periods elap- 
sing between such transitions depend on the length of time during which the 
happenings going on at the starting moment endure. The only exception is 
the case in which the variables y, are exponentially distributed which may be 
treated easily by the same method. For the case k —0, however, the method 
described is suitable for the general solution of our problem. 


§ 4. Processes of happenings generated by a Poisson process 


For the application of the method mentioned above we shall give an- 
other example which can be discussed by aid of this method in a very simple 
manner, whereas otherwise its discussion would be very complicated, even in 
special cases. As will be seen, this example stands in close connection with 
the preceding one. 

Let us consider a Poisson process of density 4 in the time interval 
O0=u< oe. We suppose that each event produces a happening lasting for a 
period of time y, (k= 1, 2,...), where the x,’s are independent random = varia- 
bles having the same distribution function P(y, = x)= H(x). Let us suppose 
that 7, > 0, that is H(O)—0O. This process has been examined by A. RENYI 
{7], who proved that the number of happenings going on at a given moment 
has a Poisson distribution. 

We shall say that the process is at the moment w in the state E;, if the 
number of happenings just going on is k. Let W,(¢, 2) denote the probabi- 
lity of the event that the number of transitions EF, E, in the time interval 
(0, t) is =n and let us designe the same probability in the stationary case in 
an interval of the length ¢ by W#(t,7). The distribution function of the total 
length of time, while the process is in the state non-E, (that is one of the 
states E;,/—1,2,...) in the time interval (0, ¢), will be denoted by 2,(¢, z) 
and, correspondingly, in the stationary case by {27(t, 2). 

As easily seen, those instants in which the system is in state E, form 
the Markov points of the process. The lengths of successive time intervals in 
which the system is in state E, are independent random variables with the 
common distribution function C(x) = 1—e-*. The durations in which the 
system is in state non-E, are also independent random variables with the 
common unknown distribution function D(x). This process agrees with the 
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process discussed in the second chapter if we let correspond A to Eset 
to non-E, and the transitions A — B to the transitions E,— E,. Accordingly, 
the distances between consecutive transitions E,— E, are independent random 
variables having the common distribution function G(x) = C(x) * D(x). Let 


us denote the mean value of G(x) by wu. Let us consider the Laplace—Stieltjes 
transform of G(x) 


(59) g(s) = fe~aa, 


Thus we obtain by means of (16) 
oe A+s 
(60) ferad@— 2 p(s). 
0 
Let us denote the n-fold convolution of D(x) by D,(x) and the average of 


1 
D(x) by = n——. 


Relying on the previous chapters, 


@ 


1 A q f 
(61) fe“w.G dat 4 rr 
( ] 1—<¢ (s)]" 

(62) Jew Wi (t, n)dt = —— a ace 
and ; vo 
(63) (6 2)= 2a oo D,,(2) 0=z<=), 

eS es 

ec ee 
ee | Dalz) a5 —D(x)|D,(z—x)dx | is Ole Zeal 

1 ; ize. 


It appears that the determination of the probabilities in question has been 
reduced to the determination of g(s) and this, in turn, is indirectly obtained 
determining the average function. | 
5 The Use problem has been discussed by C. LEVERT and W.L. SCHEEN 
6], L. KosTEN [5] and W. FELLER [4] in connection with Geiger—Miiller coun- 
ae whilst in connection with the distribution of random hg ee : 
1]. These authors discusse 
i ine it has been discussed by C. Doms [ ied Ng 
Bre pie csc in which 7,—=« (constant). LEVERT and ScHEEN substituted 
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the time interval of length ¢ by the periphery of a circle and calculated by 
means of complicated multi-dimensional integrals, for the problem thus modi- 
fied, the corresponding probability W,(t,7) (this, of course, differs from 
ours); further, they determined the factorial moments of this probability. 
KOsTEN criticises the discussion of the problem by LeEveRT and SCHEEN; for 
the stationary case he indicates the exact solution W7y(t,) and calculates 
its factorial moment. His method is based on the solution by means of the 
Heaviside operator calculus, of equilibrium equations composed of a system 
of partial differential equations and integral equations. W. FELLER reduces 
the problem to the theory of summation of random variables and so he 
obtains simpler results than the previous authors. DOMB determines the dis- 
tribution function Q27(t, z), or at least its Laplace transform, by aid of recursive 
formulae which he solves by aid of Laplace transformation. 

We shall show how simply the above results may be obtained with 
our method. 

All that we require is the determination of p(s). This can be deter- 
mined, according to (47), by aid of the average function. If we denote by 
m,(t) the expexted number of transitions E,— £, occurring in time interval 
(0, t), then m,(t+-4t)—m,(t) is equal to the expected number of transitions 
E,— E, occurring in the time interval (¢,¢+ 4). Let us denote by P,(é) the 
probability that the system is in state FE, at the moment ¢. We have 

acrcee pt a 0 Bea od 
oo) BNO Bs era if She. 
Namely, the system is at time ¢ in state E,, if in the interval (0, ¢) or (t—a, A), 
respectively, there does not occur any event. 

We obtain 
(66) m, (t+ 4t)—m,(t) = P,)(H)Adt+ o(Ab). 
If the system is at time ¢ in state E), then in the time interval (¢,¢+ 4¢) 
there is one event occurring with the probability A24t+-o(4t) and more than 
one with the probability o(Jt). In other cases the expected number of the 
transitions E,— E, in time interval (¢, t+ Jt) is o(4?). 

We have from (66) 
(ew, if Osta, 


67 (f) — 
(67) mi(t) | ema fi, Saw 
Hence 
(68 ( -tdm,(t) = he SteLhe oe 
} gece A+Ss s 
and with the aid of (47) we obtain 
Re- ats) 


(69) p(s) = Sp deat" 
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Knowing this the probabilities in question can be determined by means of 
the formulae (61)—(64). 

After these preliminary remarks we are passing to the general case, 
where H(x), the distribution function of X,» 18 arbitrary. Considering the hap- 
penings beginning in the interval (0, A), it appears that, as it has been shown 
by A. Renyi [7], the probability of the system being at the moment ¢ in the 


state FE, is 
: 


2 [1- H(a)} aa 


(70) Py) =e~o 
This formula can be simply deduced as follows: 


(71) Pi(t)=e™ +2] e-OP\(x)H(x)dx, 
0 

because the system may be in state £, at the time ¢ in one of both following 
ways: Either in the time interval (0, f) does not occur any event, the proba- 
bility whereof is e™; or in the time interval (0, ¢) the first transition E,—> E, 
occurs at the time t—x (the density function for which is e**"2) and the 
produced happening terminated not later than at the time ¢, the probability 
whereof is H(x), and ail the happenings beginning in the time interval 
(t—x, t) finish before the moment ¢, the probability whereof is P,(x). Putting 
(1) =e" P,(f), we have 


t 
(72) g(t) =144[ g@H(o)dx 
0 
where g(0)=1. By differentiation we obtain 
(73) g ()=Ag(HO. 
Hence 
r{ (ae 
(74) a(f—e - 


and finally 


t 
=~! fu ~ H(x)] de 


(75) P(t)=e ° 
Now let us determine the expected number of transitions Ey > E, occurring 
in the time interval (f,¢+ 44). This yields the following expression : 


(76) m,(t + 4t)—m,(t) = P,()a4t+o(4?t). 


If the system is in state E, at time ¢, then in the time interval (¢, f+ 4?) 
there occurs one event with probability 24¢+o(4f) and more thai one 
event with probability o(dt). In other cases the expected number of the 
transitions E,— E, in time interval (t, t+ 4) is o(4?). 
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From (76) we obtain 


(77) mi} (t) = AP) (0) 
and thus . 
ise _st o -st bi -st-a{ [1 - H (x)}dax 
(78) fe dm(f)=Aale Pj\dt—Aale 6 dt, 
0 0 0 


whence, by (47), we obtain 


t 


@ : 
-st- | [1-H (a)]dx + )-1 
fe 0 dt ° 


1 
(79) oS) eee 


0 
Knowing this, the probabilities in question can be calculated by aid of the 
formulae (61)—(64). 
Now we have 


ce) 


ah 
(80) n—|xdGQ@y—— 
0 
where c—M {y,}. 

The process discussed in this last chapter stands in close connection 
with the system consisting of m processes of happenings discussed earlier. 
Notably, this process constitutes the limiting case of the earlier discussed 
one, reached when m— ~, p-—+0 and mp=A (constant). To prove this, it 
is sufficient to show that, while passing to this limit the formula (57) goes. 
over into the formula (79). 

Using (1) it can be shown that the following equation holds: 


(81) f) —p—p'| [1 —M@Jax + 0(p") 


and thus we obtain 
t t 
f(t) |" f | a { [1-H @)Jae 
0 
By employing this latter formula (79) will follow from (57). The fact that the 


second process is the limiting case of the preceding one is intuitively also 
evident. 


EXAMPLE. Let y,—a, i.e. a constant, that is to say, put H(x)—0O if 
x<a@ and H(x)—1 if x=a. In this case it follows according to (79) 
—a(A+s) 
(83) 9) = 


5 + Le-@ +s) 
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in conformity with (69). Hence 


[7] 
(84) Ge@)= 3-1) SF «Jey 
j=l 
and, according to (60), the Laplace—Stieltjes transform of D(x) will be 
ree A+s he ts) 
(85) jemaD@)—*t es 
0 
whence 
= : : J me j ye ee j-1 
. (86) D(x) = .( Sy e jar h & j Je) ! = de | 
2, ( | ! 


and similarly 


[i 


(87) Dal) = 2 (— Ii pean ie 


S|. 


According to (61) we obtain 


( 1 7 s)}" 
femme, n)dt = : 4 Fats face, an 
{88) 0 gai 
1 Ad i" Ve ager ae 

oe Sr a pang ce, eal siti 


whence 
7 [7 
(89) W,(t,n)=1+(—1)" = 


v 


i} k : k 
i1) ¢sale-reio_S(—1y* FU ie)"] 
feaienler— Bec AGE 


and according to (62) 


; Lae ol 
(90) oe “Wilt n)dt—— = — 9(s)- Ip 
la ; gig ie) 
eee mone cay /) a. ae 


E hetein u denotes the average of G(x), the value whereof is, by simple cal- 


culation, 
ew 


(91) el ee 
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Hence 
[- 


(92) Wilt, nt) = 1, Skea 


(/ eo PD aay 
n (Vj+1)! 


in conformity with the result of KosTEN [5]. 

The distribution functions 2,(¢,z) and 2?(t,z) may be written in 
accordance with (63) and (64) by aid of the expression (87) of D,(x). Now 
= (e*—1)/2 is the average of D(x). It is only an appearence that the 
expressions 2,(t, z) and 2{(¢. z) contain an infinite number of terms, because 


D(X) == Oniin axe. 
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O MIPOUWECCAX NOPOUCLUECTBUGA, NOPOXKAEHHbIX MPOLECCOM TMYACCOHA 
JI. Taxay (Byganewr) 


(Pe31 Mme) 


PaccMOTpuM m HesaBucuMBIXx Apyr OT Apyra mpoweccoB nponcuiecTBHA B MOMeHTAaxX 
O0=u<oo. Kaxgpii us stTux npoueccos onpefemaetca cnenyrouyim OOpasom: Bce te 
coObiTuA (HaCTynaoulmMe B uHTepBpane BpemMeHn O<u < o<) mpouecca Ilyaccona c maort- 
HOCTbIO COObITHM P, BO BpemMA HacTynAeHUA KOTOPbIX HET B XOf€ NMpOMCUeCTBHe, MYCKaIOT 
B XO, NPOMCLICCTBUA, CPOKOB 71, %2, %3, -.. COOTBETCTBeEHHO. MpeqnonoxKum, 4TO cpoku x,— 
H€3aBMCMMbIC CiyyaMHble BeAMYMHBI C OOuLeM dbyHKUNel pacnpenenenua H(x). 

Tosopum, 4TO CucTemMa cocTOsuad m3 mM MpoueccoR nponcuectBnaA HaXOAMTCA B 
MOMeHT 4 B CocToaHHH EF; (fj =0,1,2,..., m), ecam 4mcno TeKyuIMx NpoucMecTBHit paBHO ip 

B pa6ore uccaegyerca pacnpefenenne uucna nepexonon Ey) —> E; HaCTyMaroulnx B 
uHTepBane BpemMeHH 7¢, M pacnpefenenune BpemeHH NpoReneHHOrO BHE CocTosHun Ey. Pewnm 
NOCTaBIeHHBIe MpOOMeMbI BHepBble fA MHTepBana Bpemenn (0,4), a noTOM jaa (u, u + 2), 
pu mpefenbHom nepexoge u— oo. 

B npeapizyuyen paOotre mpi onpegenuan cpequue aTHx pacnpegenenui, a Tenepp, ¢ 
TIOMOUIb1O HOBOTO METOAA, BbIBEEM U3 PyHKUMM CpefsHUXx dyHKUMH pacnpepenenuu. Onpene- 
Jeuve 3THX tbyHKUMA pacnpepsereHnA NpHBOAMTCA K ONpefenenMO pacnpefenenuaA uHTepBaIOB 
BPeMeHH MCKAY MOCMepORATeMbHbIMM Mepexofamu Ey—> E,. Ecau era dbyxxuna pacnpepe- 
weHuna OOOsHa4aeTca 4uepes G(x), a ee mpeodpasoBanHad Jlannaca—Crtunptpeca 4epes ¢(s), 


TO ClipaBewMBO COOTHOIMeHHe 
o 


je 
psy Hl | 
0 


rae f(t) ecrb ofHO3Ha4HO ONpepeneHHOe peuleHue CaepyroulerO MHTerpanbHOrO ypaBHeHna 
Tuna Bonteppa: Z 


ail 
e*pcoyrat| ‘ 


t 


f(t) = p—p | ft—x) (1 H@) dx. 
0 

Bo Bropou yacTu paGoTe! uccmepyetca mpouecc Ilyaccona nioTHOcTH BepoaTHocTen 4, 
paccmMOTpeHHad B MOMeHTax BpemeHu 0 =u <x. [Ipeamomaraetca, uTO BCE coObiTuaA nyc- 
KaloT B XOf, MPOMCLIeECTBUA, CPOKOB 41, %2,%3, --- COOTBETCTBEHHO, TAle hn nociefqOBaTesIb- 
HOCTb H@€3aBMCUMbIX, OMMHAKOBO pacripeesICHHbIx cy 4anHbix BeEM4NH; OOOSHAYMM Hepes 
H (x) ux oOury1o cbyHkumro pacnpefenenus. Tosopum, 4TO cuctema HaXOMMTCA B COCTOAHMK 
E; (j=0, 1, 2,...), ecam 4ncno TeKyLIMX MpPOMCUIeCTBUM PaBHO J. OTOT mpouecc nonyyaeTcs 
M3 BbILIeONMCaHHOrO, ECM NMpPOBeCTH MpeseAbHBIM Nepexoy Mm —> oe H p—O npu mp=a. 
Viccnenyem Taioxe B 9TOM Cayyae pacmpefenenne nepexogos Ey —> Ey Hi PacnpeAcneHHe 
BpeMeHU MpOBeAeCHHOFO BHE COCTOAHHK Eo. Onpeneaenue aTUx pacnpefenenun SEREOAaT eA K 
onpefenenmio pacnpeseseHnA MHTePBAIOB BPeMeHM MEDK/y MOCIEAOBATEbHbIMM hae uae 
E, — E,;. O6oanauue aty yHkunio pacnpepenenua yepes G(x), 70n1y4uM [IA ee mpeodp: 


pannou Jiannaca—CrTuapTseca 


1 090 -st-h f [1-H (a)| dx =] 
0 


BerumeyKasaHHble MpOuecchl UrpaloT BAKHYIO PONb Mpa pewenynn mpoGleM, CBASaBHDIX 
< Teopwen cyeTaMKOB 4aCTHL. 
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INVESTIGATION OF WAITING TIME PROBLEMS 
BY REDUCTION TO MARKOV PROCESSES 


By 
LAJOS TAKACS (Budapest) 
(Presented by A. RéENy1) 


Introduction 


__ By waiting time problems we mean questions connected with the follow- 
ing problem: 

Let us consider a service (a counter with a single server) at which 
customers are arriving in the moments 0O=4,<t4,<:--<t,<-:-. The se- 
quence {¢,} of the moments of arrivals is determined by some probability law. 
The arriving customers will be attended by the server in the order of their 
arrivals as follows: if a customer arrives at the service in a moment when 
nobody:is waiting or attended, then he will be attended immediately. If the 
server is busy when a customer arrives, then this person starts to be served 
at the moment when the preceding finished. We suppose that the durations 
of the service time of the customers are random variables. We denote them 
2 Areaaeny eee 

If the probability laws governing the sequences of random variables, 
{t,} and {y,}, furthermore, the state of the system in the moment t=O are 
known (the service is free or in what time will it be free), then the menti- 
oned stochastic process is uniquely defined. 

We may investigate the following questions connected with the menti- 
oned stochastic process: What is the waiting time of the n-th arriving custo- 
mer? What is the waiting time of a customer eventually arriving at the mo- 
ment.t? To what limit does the distribution function of the waiting time 
converge, when n-+ co and f+ ov, respectively? What is the number of 
waiting customers in a given moment? What kind of law is valid for the 
service periodes and breaks ? 

We shall deal with these questions in the case when ¢,,h,...,¢,,... 
are the moments of events occurring in a Poisson process. We generally 
suppose the Poisson process homogeneous in time, i.e. the density of events 
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1(t)=A (constant), but we give the results also for the inhomogeneous case, 
when we can do it. Concerning the sequence {y,} of service times we shall 
suppose that they are equidistributed mutually independent positive random 
variables. . 

There is also another interesting case. Suppose the differences t,—tfn-+ 
(n=1,2,...; & 0) (the time intervals between two consecutive arrivals) are 
mutually independent positive random variables with the same (arbitrary) 
distribution law. We shall not consider this case in details. Originally we have 
also dealt with this question in our work, however, the paper of D.V. LINDLEY 
which appeared in the meantime made our investigations superfluous. 

In the case when the sequence {f,} consists of the moments of the 
events of a Poisson process with density 4, A. JA. KHINTCHINE has determi- 
ned the characteristic function of the waiting time, for the stationary state. 
This result of KHINTCHINE may be obtained simply by our methods. Further 
we shall discuss the problem also for non-stationary state, which seemed 
hitherto to be a very complicated case. Namely, the process is in general a 
non-Markov process and the “markovization” seems to lead to the solution 
of infinite system of integro-differential equations. However, we have stated 
that the process is also of Markov type, if we characterize the state by a 
real number: the waiting time. In this case the problem can be described by — 
a single integro-differential equation. 

We have to mention here the case of a many servers system too. In 
this case the waiting time problem has been dealt with only under. simpli- 
fying assumptions, essentially reducing the problem to the case of a single 
server. Here A. K. ERLANG, F. POLLACZEK and others obtained several results. 


§ 1. Formulation of the problem 


Let us consider a stochastic process of the Poisson type in the moments 
t=0. Let A(t) be the density of the occurrence of the events, where A(f) is 
a real-valued non-negative, continuous and bounded function of the time pa- _ 
rameter f. In the case of a Poisson process we suppose that the numbers of 
the events occurring in non-overlapping time intervals are mutually indepen- 
dent random variables, moreover, that the probability that in the time interval 
(t, t+ At) an event occurs, is A(t)dt+o0(4t) and that of occurrence of more 
than one event is o(At). 

Let us suppose that in the moments when an event occurs in the Pois- 
son process, a customer arrives at a service. If there is no person waiting, 
then he will be served immediately. If there are waiting customers, then he 
must wait until the persons arrived earlier will have been attended and he 
begins being served in’the moment when the preceding person finished. Let 
the durations Xi» Ho»+++>X,,+++ Of the service times be mutally independent 
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random variables with the same distribution function Py =x) == (x). We 
Suppose x, to be positive, i. e. H(O)—0O. 

This process occurs in several cases in practice, e. gs inthe: case’ of 
callings arriving at a telephone centre, landing of aeroplanes, waiting of 
persons before a cash-box and other waiting processes. 

The above terminology has been chosen for the sake of clarity. Evi- 
dently, the problem may be also formulated abstractly. 

Let the duration of waiting of a person arriving eventually in the mo- 
ment ¢ be denote by the random variable 7(f). The process described by the 
probability function 7(f) will be called homogeneous in time, if 2(t)=2 (a 
constant not depending on f). If A(t) depends effectively on the time para- 
meter f, then we call the process inhomogeneous in time. 

Let P(n(t) = x)= F(t), i. e. F(t, x) is the probability that the waiting 
time of a person arriving in the moment ¢ will not exceed x. Further let 
P(j(t,— 0) = x)= F,,(x), i. e. F(x) is the probability that the waiting time 
of the n-th arriving person is at most x. Here ¢, (n= 1,2,...) denotes the 
moment of arriving of the n-th person. 

First we shall deal with the determination of F(¢,x) and F,(x). Then 
we investigate the condition under which the limiting distributions lim F(t, x) 
and lim F,(x) exist and show how they can be obtained. It will be shown 


n—> © 


that, under general conditions, these limiting distributions exist and they 
agree with each other. This common limiting distribution function gives the 
stationary solution, i. e. the probability that — when the process is going 
on since an infinitely long time — the waiting time in any moment or the 
waiting time of any person does not exceed x. 

Having discussed these problems, we shall deal with the determination 
of the duration of service periodes and of the number of waiting persons. 

The theory of waitings was discussed by several authors. We mention 
the book by Th. C. Fry [8] in which, using the results of A. K. ERLANG, 
and supposing a stationary state he has dealt with the laws for waitings. Na- 
mely, he has determined the average waiting time in case of service times 
with constant and exponential distribution, and the probability that the num- 
ber of the waiting persons in a given moment equals 7 (j—O, 1, 2,...). (In 
the case of exponentially distributed service times Fry [8] considers also the 
more general problem of a many servers system. Here he gives also the 
distribution function of the waiting time.) In his paper [14] F. PoLLaczeK 
discusses the case when there are y=1 servers and the servers attend only 
every v-th arriving person. He deduces the distribution function of waiting 
times when there is a givea number of persons arriving in a given time 
interval at the service and the service times are distributed arbitrarily. In this 
paper POLLACZEK gives several asymptotic formulae for the distribution func- 
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tion and their expected values. From among the other works of POLLACZEK 
we mention only [15] in which he considers some waiting problems arising 
in connection with the landing of aeroplanes. In his work [11] A.N.KOLMO- 
GOROV discusses the case when the moments of the arriving and leaving per- 
sons form a Poisson process, i. e. the duration of service times is exponen- 
tially distributed. Far-reaching results are due to A. J. KHINTCHINE [9], dealing 
with the stated problem in the stationary case with arbitrary service times: 
namely the determination of the characteristic function of waiting time. Further we 
mention the work of D. V. LINDLEY [13] containing KHINTCHINE’s result 
on the stationary state as a special case. Furthermore, the work of D. G. 
KENDALL [10] is to be mentioned in which a very detailed bibliography of 
the theory of waiting time problems may be found. 

In the sequel we shall discuss a problem which is more general than 
the preceding ones. Namely, we shall treat the non-stationary process, when 
it is homogeneous in time, and prove results for the inhomogeneous process 
too. We shall give conditions for the existence of a stationary state and the 
equilibrium distributions. 

We think we have solved the general problem more simply and shortly 
than many authors the special cases of the problem. This simple solution 
may be explained as follows: Up to now the general opinion was (see e. g. 
W. FELLER [5], p. 246) that the waiting time problem leads to a Markov 
process only in the special case when the service time is distributed expo- 
nentially. In this case let the state &; denote that the number of persons 
waiting and being served is equal to /. Then the changes of states actually 
form a Markov process. If, however, the service time has not an exponential 
distribution, then this process ceases to be of Markov type. It becomes of 
Markov type by extending the notion of the ‘“‘state” by including in the defi- 
nition of the state a continuous variable, namely the time passed since the 
begin of service of the person just being served. In this case, however, quot- 
ing FELLER, “The new equations can usually be written down but they are 
so complicated that it is doubtful whether anything is gained’. However, we | 
have noticed that the process may be considered as of Markov type even if 
we characterize the state of the system by a single variable, the waiting time 
of the person arriving eventuelly in the moment considered. This description 
may be carried out equally in the cases of service times with exponential and 
arbitrary distribution, respectively. It is a great advantage that in this procedure 
the states £; do not play any role. Consequently, we have to deal only with 


a single integro-differential equation instead of a system with infinitely many 
equations. 
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§ 2. The distribution function of the waiting time 


Let 7(t) be the waiting time of a person arriving eventually at the 
service in the moment ¢. If in the moment t—O the server is free,. then 
7(0) =O. If in the moment tO the server is not free, then we denote by 
7(O)= 7, the random variable giving the moment when the server ceases to 
be busy. If in a given moment 7(¢)—0, then it remains zero until a person 
arrives at the service. 

If {¢,} and {y,} denote the sequence of moments of arrivals and the 
sequence of the corresponding service times, respectively, then the value of 
H(t) will have the jump y, (n—1,2,...) in the moments ¢, (n=1, 2,...). In 
the meantime the value of 7(¢) decreases linearly, but, if it assumes the value 
0, then it remains zero until the moment of arrival of the next person. 

Thus 7/(¢) is defined as follows: (0) = », and ift, <t< tiii(n=0,1,2,...; 
Z,= 0), then 

iin Gat) i a(t) = i—in, 


At) she) if i(t)=t—t 
and if ¢=?¢,, then 
(2) (tn) = n(t—O) + 7, 


If we know the probability laws governing the sequences {f,} and {y, } 
of random variables, then by the initial condition 7(0)— 1, and by equations 
(1) and (2) 7(t) may be determined in any moment t. 

We emphasize that the probability function 7(¢) is defined for all f=0 
and 7(t,—0) yields the waiting time of the n-th arriving person. The course 
of 7(¢) is illustrated by Fig. 1. 


A77(t) 


ty to t3 te ts 
Fig. 1 


If ¢, agree with the moments of the events in a Poisson process and 
y, are mutually independent random variables, then the probability function 
n(t) describes a Markov process. In fact, if we know the value of 7(f) ina 
given moment, this determines the future stochastic behaviour of 7(f) com- 
pletely. 

If the moments ¢, form no Poisson process, but the time differences 
th—tn1 (1 =1,2,...) are mutually independent random variables of the same 
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distribution, then the process 7(t) will not be of Markov type, but the mo- 
ments ¢, will be the Markov points (or, in an other nomenclature, ‘the rege- 
neration points”) of the process. Thus, also in this case we can reduce the 
process to the study of Markov processes. 

In the sequel we shall suppose that ¢, denote the moments of the events 
in a Poisson process of density A(t) and x, are equidistributed mutually in- 
dependent random variables with the common distribution function H(x). In 
general, we shall suppose that 7(0)—=7, is arbitrary with the distribution 
function P(7, = x)= F,(x) or, in particular, 7,0 with F,(x)—0O for x<0 
and F,(x)= 1 for x = 0. Now, for the distribution function P(j(t) = x)= F(t,x) 
we prove the folloving 

THEOREM 1. The distribution function F(t,x) of the random variable 
7(t) satisfies the integro-differential equation 
LX) i 
x AOPE + AD | Hy) dy FU Y); 


0 


OFX) aF( 
at 0 


(3) 


all the derivatives occurring in (3) are either right-hand derivatives (x = 0) or 
left-hand derivatives (x >0). The distribution function F(t,x) has a jump of 
value F(t,0) at x==0 and for x >0, is continuous for all t. Under the initial 
condition F(O,x)—=1 (x 20) (3) has a unique solution F(t, x). 


Proor. For 0< 4t we have the equation 


wx 


(4) F(t+ 4t, x)=(1—A(DA) F(t, x + 4t) + A(H At H(x—y)d,F(t, y)+0(4?). 
0 

Indeed, the event (t+ 4t) =x may happen in several mutually exclu- 
ding ways, namely: 

1. In the interval (f,t+4t) no event occurs (the probability is 
1—A(t)dt + o(4t)), then we have n(t) = x+ 4t with the probability F(t,x-+ 47). 

2. In the interval (¢,f+-4t) one event occurs; its probability is 
A(t)dt+ o(At) and if n(f) =y(0 = y <x), then we must have y = x—y whose 
probability is H(x—y) and the distribution function of y is F(t, y). 

3. In the interval (¢,¢-+-4¢t) more than one event occurs the probability 
whereof is 0(4?). 

Later we shall show that for x >O the distribution function F(t, x) is a 
continuous function of x. At x0, F(t,x) has in general a jump of value 
F(t, 0). So we have for 4t>0 


(5) F(t, x+ 4t)= F(t, x) + oD At-+o(At) 


where @f/dx denotes a right-hand derivative which exists for x = 0. Putting 
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(5) in (4), the limit-transition 7#*—0 yields for x = 0 
F 7 
FED) 69) pores) +209 { Hle—y)d, FUL) 
0 

which agrees with (3). This equation shows that F(t, x) is differentiable with 
respect to ¢ from the right and the derivative agrees with the right-hand side 
of the equation. Similarly, it may be shown that for x > 0 the left-hand deri- 
vative of F(t, x) with respect to ¢ also exists and it agrees with the right- 
hand side of (3), the only difference is that here ¢F/ax denotes the left-hand 
derivative with respect to x. For such values x for which the right and left-hand 
derivatives of F(t,x) with respect to x coincide (i. e. for almost every x), 
F(t, x) is differentiable with respect to ¢ and its derivative agrees with the 
right-hand side of (3). 

The process described by the probability function 7(t) is a so-called Markov 
process of mixed type, since it consists of a mixture of discontinuous and con- 
tinuous state-changings. Processes of this type have been dealt with by W. FELLER 
[4], he has namely shown that, under certain conditions, a unique solution 
F(t, x) exists which is a distribution function in x. FELLER also gives the 
solution in the form of uniformly convergent infinite series. Unfortunately, his 
general discussion can not be immediately applied to this special case. 

Instead of the solution F(t, x) we pass now to the study of its Laplace— 
Stieltjes transform. In this way we shall not only prove our Theorem but also 
obtain the solution itself. Let us introduce the following functions converging 
for R(s) 2 0: 


(6) P(t, s) —|e"dF (t, x) 
and i 
(7) p(s) = | e*d (x). 


0 
Let us form the Laplace—Stieltjes transform of equations (3) on both sides. 
Then we obtain for K(s) = 0 
(8) IPED _ HU, s)Is—2() + HOU] —SFUt 0). 
It is easy to prove that the derivative ¢@/at exists for all values of t and 
sai Ue F(t, x), the jump of F(t,x) at x0. The coefficients of this 


differential. Seuation are continuous functions of f and @(0, s) = 1. Under this. 


initial conditions, (8) has, for R(s) =O as well known, a unique solution 
t 


(9) P(t, 8) = et B-YOM f —s | elt ee F(u, O)du 
: 
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where 
(10) A(t) = | a(a)du. 


Knowing @(t,s), the distribution function F(¢,x) may be determined 
uniquely, as it is known by the theory of the Laplace transform. So formula 
(9) determines F(t, x) uniquely, provided that F(u,0) may be given uniquely 
for the values 0 =u =t. The fact that F(¢,0) can be determined uniquely 
for every t may be elucidated by regarding the process from the point of 
view of the server. The time of the server consists of alternating breaks and 
service periodes and F(t,0) is the probability that there is a break in the 
moment ¢. Knowing the distribution function of the duration of service peri- 
odes, F(t,0) may be determined uniquely. In case of a process inhomoge- 
neous in time, this. calculation is very complicated but it may be performed 
easily for homogeneous processes, which also will be done in the next chapter. 

It remains to prove that the distribution function F(¢,x) is continuous 
with respect to x for every value ¢. F(t,x) may be presented also in the 
following form: 


FUG Nyse 6 | 1+ | F(t—u, 0) A(t—u) e464) H(u+x)du+ 
(11) a OG 


t patu : 
a. | | | Fu, x--u—y) tayo dy) aa]. 
0 ~O / 
In fact, 7(f) =x if 1) in the interval (0, f) no event occurs, 2) in the moment 
t—u (where 0 =u=f) a service begins without waiting with a duration 
=u--x and in the interval (¢(—u, t) no event occurs, 3) in the moment t—u 
(where 0 =u =f) a person arrives at the service and his waiting time is 
smaller than x-+-u—y, where y denotes the service time and in the interval 
(t—u,t) nobody arrives at the service. 

From the representation (11), which is at the same time a_ recurrent 
formula for determining F(t, x), we can easily show the continuity of F(t, x) 
for x > 0. 

By our definition F(f, x) is a non-decreasing function of x. F(t, ©)—1 
follows from the fact that for the Laplace—Stieltjes transform of F(t, x) we 
have M(t, 0)= 1. 

Owing to what has been said above we can also state the following 


THEOREM 2. The Laplace—‘tieltjes transform 
(12) P(t, s) =| ed F(t, x) 
0 


of the solution F(t, x) of the integro-differential equation (1) in Theorem 1 
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may be presented in the following form: 


t : 
(1 3) Dit, s) = e*t-[1 ~4p(s)1A(t) I 36 eset alld aX (Tp 0) au| 


10) 


where F(u,0) denotes the probability that in the moment u the service is Sree. 


We should have dealt similarly with the case when 7, is not identically 
zero but it is an arbitrary random variable. If we suppose that the distribution 
function F(x) of 7, is continuous for x >0, then the above discussion can 
be applied step by step with the sole modification that in (13) the initial. 
condition is ®(0,s)— @,(s) instead of ®(O,s)—1, where @,(s) denotes the 
Laplace—Stieltjes transform of F,(x) and F(t, 0) is also to be substituted by 
an expression corresponding to the new case. 

Next we pass to the determination of the limiting distribution 
lim F(t, x) = F*(x). Here we shall prove the following theorems: 
t>@ 


THEOREM 3. Let the expected value of the random variable x, be 


(14) «—|xdH(x) =| [1—H(@] dx 
and let ; ; 
(15) jim 4()=2 


be a positive constant. Now if ha <1, then the limiting distribution function 
lim F(t,x) = F*(x) exists, is independent of the initial distribution Fy(x) and 
t>o@ 


is uniquely determined by the equations 


(16) F*(0)=1—Aa 
and 
(17) aF°©) _3| Pe)—JHo—y dF) 


0 


where oom denotes the right-hand derivative. 

If Aa = 1, then the limiting distributon F"(x) does not exist, howewer, 
lim F(t, x)=0 for every x. 
sy THEOREM 4. If lim A(t) =’ and ha<1, then the limiting distribution 
is BK eX) Ln (X) exists, is independent of the initial distribution F,(x) and 


is $ uniquely determined by the Laplace—Stieltjes transform 


(18) @*(s) = few dF*(x), (R(s) = 0), 
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satisfying 
1—ie 
; (Pp (s) = ——————. 
(19) (s) _ —¥) 
S 


Proor. First we shall establish that, independently of the initial distri- 
bution F,(x), the limit lim F(t, 0) = 1—Ze exists if 4@ < 1 and lim F(¢, 0) =0 
t+>o 


t+>o 
if da = 1. If 4,=0 and A(t) =2 (constant), then we shall show in the next 
chapter that the limit lim F(t,0)—F*(0)—1—Ae is valid if 4@<1. If 7 
to 


is arbitrary, then we consider the moment when the initial reservation of the 

service ceases. Then, no matter how many persons are waiting there, the 

probability of the state E, will be the same when tov, independently of 

the initial state, i.e. also for an arbitrary 7, the limit lim F(t, 0) = F*(0)—1—Ae 
t>o 


is valid. Namely, in the next chapter we shall show that the state E, is ergodic, 

hence, our statement will be a consequence of the theory of Markov chains. 

If lim A(t) ==4, then, from some sufficiently large value of ¢ on, the relation 
t+o 


A, = A(t) = 4, holds for arbitrarily given values of 4, and 4, around £, and 
independently of the initial distribution, F,,(¢,0) = F(t, 0) = Fi,(4, 0) is valid 
for sufficiently large values of ¢, where F;(¢,0) denotes the probability of the 
state 7(f)—O in case of a process of density £4. This follows from the ergo- 
dicitiy of the state FE), using the same argument as above. Consequently, if 
Aa <1, then 1—d,@ = lim F(#, 0) = 1—4,e@. Since 2, and 2, may be chosen 


t>o 
arbitrarily near to A, therefore by 4@ < 1 we have lim F(t, 0) = F*(0) =1—Aa. 
t+o@ 


If 4a = 1, then, as it will be seen, in case of A(t)=A (constant) we have 
lim F(t, 0) =O which is true in general too. 
t>@ 


In the sequel, first we shall suppose 7, ==0, i. e. Fy(x)=1 if x=O0. 


Now let s=—/m in formula (13) (where @ is real). So we obtain the 
characteristic function of the distribution function F(t, x) and denote it by 
@P,(m). Then 


t 
(20) (PD, (m) seme! e-iot-[1 ~y(-iw)] A(t) r + im eto +[1-w (—iw)] A) F(u, 0) au 
0 


For every t, ®(m) is the characteristic function of a non-negative ran- 
dom variable. So we may apply a theorem due to A. ZyGMUND [18] stating 
that if, in an arbitrary interval containing the point m—0O, we have 
lim D,(m) = P(m) and P(m) is continuous at m —O, then the limiting dis- 


tribution function lim F(t, x) = F*(x) exists and its characteristic function is 


equal to D(a). 
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Now it will be shown that for the values w satisfying Rly (—iw)] <1 
we have 


* 4 F*(0) 
(21 lim ®, = 
( ) ie 1 Ly 1— v(—i@) 
6d) 


Let w be a fixed value for which X[w(—im)]<1 and, for the sake of 
brevity, let p(t) =iwt+[1—w(—io)] A(t) =iot+y A(t) where R(y)>0. 
Then 


t 
D,(w) = e- PO f + iw | ev F(u, 0) au| ¢ 


Now lim e-¥ =O and we have to prove 
t+>o 
t 
(22) lime-# |e? F(u, du =" a 


to 0 


where g* =lim g’(t) —iw+[1—y(—io)]Z. For a fixed value of T we have 
t>o 
4 
(23) lim e- | ev F(u, 0)du —0, 
t+o 0 
so we have to verify only that, for a sufficiently large f, 


F*(0) | 
gy 


t 
(24) e-?®) | eW) F(u, 0) du — 
r 


may be made arbitrarily small. 
First of all we prove that, for a sufficiently large 7, 
t 
(25) je-v0| | Jered < = 
where d=(y), i. ec. (25) is a bounded function. In fact, we have 
KR(p(t)) = 0 A(t) and hence 


t 
oy eat j 6A (u) a 
5 | e42(u)du = a 


Wi 


t t 
(26) je ?O| | | er) | du= eA) | e40>du a 
T T 


where T has been chosen such that for t= 7 we have A(t) = 2/2. 
Now the inequality 


+ 


k t * t 
(27) \e-v [er F(u, 0)du— SS | < | em) | er F(u,0)—F*(O)] du 
T . T 


t 
e- Pl) [era i ae 
7 uy 


+ F*(0) 
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is valid. The first term of the right-hand side is = ia fan F(u, 0)—F*(0)! 


which may be made arbitrarily small for sufficiently fshne wales T. Making 
use of the equations 
t 


(28) e Plt) | ery’ (u)du — ] — e#(T)-¥() 
T 


and g’(u)=g*+y[A(u)—A], the second term may be written as 


t 
(29) e-vio { epidu— tt Ties ie Bie Jena) —aldu 
r i va 
For sufficiently large ¢ and 7, both the first and the second term on the 
right-hand side may be made arbitrarily small. For 4(u)—A may be made 
arbitrarily small for «27 and (25) is valid. Thus (21) has been established. 
It remains to show that there is a neighbourhood of w=0O such that 


@ 


of | eda) <1. If H(x) is a degenerated distribution, i. e. if y, is equal 
i) 


to a constant « different from zero, then this is obvious. If, on the other 
hand, A(x) is no degenerated distribution, then, from some result discussed 
in the book of A. N. KOLMOGOROV and B. V. GNEDENKO [12, p. 60], it fol- 
lows that there is a number @,= =O such that in the interval (—a,, @ ) we 
have |w(—im)| <1, i.e. Rw(—iw) <1 also holds. Furthermore, we -have to 
show that (21) is continuous in the point m=O. Since the characteristic 
function w(—iqm) is uniformly continuous for all @ and the limit 

(30) lim peti) =—¢« 


wo>0 tM 


exists, (21) is also continuous at m=O. Thus we have shown that the limi- 

ting distribution F*(x) exists. But if the limiting distribution F*(x) exists, 

then, from (3) it follows that F*(x) satisfies the integro-differential equation (17). 
Evidently, the Laplace—Stieltjes transform of F*(x) is 


a 


(31) P*(s) = | ed F* (x)= FAO) es 2 = ee 
. jong SS ea, 
s Ss 
Here ©*(0)—1, since 
s20 6 


If Aa =1, then lim nF, 0) 0 and it is easy to prove that lim D,(w) = 0 


whence lim F(t, yea 0 tot all x. 
t+ @ 
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If the distribution function F(x) of rm is arbitrary, then the limiting 
distribution lim F(t, x) also exists and agrees with F*(x). Indeed, the state 


E, being ergodic, the system reaches the state E, with in a finite time with 
probability one, and, as proved above, starting from the state E,, F(t, x) 
tends to the Jimiting distribution F*(x) when t— ce. 

Formula (31) is equivalent to the solution given for the stationary case 
by A. JA. KHINTCHINE [9]. 


REMARK. If, following KHINTCHINE, we suppose that, in case 2a <1, the 
stationary state with a distribution function F*(x) exists, then we may also 
obtain equation (31) starting from equation (3). For, from (3) the validity of 
(17) follows immediately. Using it, for the Laplace—Stieltjes transform @*(s), 
of F*(x) we obtain 


ee ai 
[4 


Since F*(x) is a distribution function, we must have lim ®*(s)—1 and, on 
the other hand, lim [1—~w/(s)]/s =e holds, so we get | 
s>0 


F* (0) = 1—Aa. 

Now let us suppose that the moments f, agree with the moments of 
the events in a homogeneous Poisson process of density 4. Let F,,(x) denote 
the distribution function of the waiting time of the n-th person, i. e. let 
P((t, —0) =x) = F,(x). If the original occupation of the service is 7), with 
the distribution function P(7),=x)= F(x), then the terms of the sequence 
{F,,(x)} may be obtained successively by the following recurrence formula: 


(33) F(x) = | K(x, 9) dF) (12 
where : ? 
(34) K(x, y)=H(x—y) + | eu H(u). 


This follows simply from the fact that the sequence {7(t,—0)} of random 
variables forms a Markov chain with the transition probabilities 


P(q(tr—0) =| (tn-1—0) = y) = K(% 9). 
We investigate now the behaviour of F(x) when n>, We shall 
prove the following 
THEOREM 5. Jf for the expected value M(yn)=« we have 4a <1, then, 


independently of the initial distribution function F(x), the distribution func- 
tions F(x) converge to F*(x) determined in Theorems 3 and 4 when n>. 


If 4a=1, then lim F,(x)=0 for all x. 


8 Acta Mathematica V1/1—2 
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Proor. First let us consider the case when 1) =O. Then it is clear 
that Fyii(x) = F,(x). In fact, F,(x) is the probability that the waiting time of 
the n-th person does not exceed x, if the service of the first person has 
begun without waiting, and F,,:(x) may be regarded as the probability that 
the waiting time of the n-th person does not exceed x in a waiting where 
the service of the first person begins eventually after some waiting. Since 
the sequence {F,(x)} decreases monotonically and is bounded from below, 
there exists a limit lim F,,(x) for all x. 


Now, let G(t, x) denote the distribution function of the waiting time of 
the person arriving last in the time interval (O,7¢). Further, let Ai(x,y) be 
the conditional probability that a person, eventually arriving at the service 
in the moment ¢, has a waiting time =x, provided that the person arriving 
last in the time interval (0, t) had a waiting time y. Then we have 


t 


(35) - F(x) =| Kix, dy G(t, 9). 


It can be easily shown that 
(36) lim Ki(x, y) = K(x, y) 
t+o 


where A(x, y) is defined by (33) and 
(37) lim G(¢, y) = lim Fr41(y). 
t>o n> 


Indeed, if we denote by ¢, the moment of the arrival of the person 
arriving last in the time interval (0,f), then in case t-+oo the random 
variable t—t, is distributed exponentially with a density function A4e-** (x = 0) 
and this agrees with the distribution of the differences between consecutive 
arrivals. Further, if f+, then n—-c with probability one. Hence by (35) 
we obtain 
(38) lim F(t,x)=lim | K(x, y)dFya(y) = lim Fyio(x) 

t+ oo n—-> oO 0 n—-> © 
where the last equation follows from (33). We have shown before that the 
limit lim F,(x) exists and so, by (38), it agrees with lim F(t, x), that is, 
t>o 


n—-> ~O 


lim F(x) = F*(x) if Aa <1 and lim F,(x)=0 if 4e= 1. 


If 7) is arbitrary, then a limiting distribution also exists and agrees 
with F*(x). For, as it will be proved in the next chapter, the state Peas 
ergodic. Thus, starting from an arbitrary initial state, we shall have, with 
probability one, a moment in which the system has the state E,. After this 


moment the system behaves as if it started originally with the condition 
= 0. 
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_ EXAMPLES. 1. Let us have vy, =e (constant); then w(s)==e-** and by 
(19) in case A@ <1 we have 


* I—A, cd a 
(39) P*(s) =— ee os> Coy 
(aa AY Gy 
whence : 
[1 pate, 
(40) Ej—(i—Ae) > (1) a 
}= =) WA 


2. Let us suppose that y, has an exponential distribution, i. e. TIA x) = 
ee. (if x=0); then (s)—1/(1-+ ¢s) and hence 


array (1+e@s) 


a1) SN gs —ia)+as 
and 

1 de ; 
(42) F*(x)=1—lae « ~ 


§ 3. Investigations concerning homogeneous processes 


In this chapter we always suppose that the moments ¢, are the moments 
of events in a homogeneous Poisson process of density 2. For the sake of 
simplicity let 7,0, i. e. let the starting occupation of the service be zero. 
It is clear that the time of the server is composed of pauses and service 
periodes. Let 3,, .%.,... and &,&,... be the durations of consecutive pauses 
and service periodes, respectively. They are all mutually independent random 
variables. The *#, are distributed exponentially with the distribution function 
P(Ss, = x)=1—e” for x20. The &§, have a common distribution law 
P(E, = x) = G(x) which will be determined below. We shall also determine 
F(t, 0), i. e. the probability that in the moment ¢ the server is free. We shall 
prove that Ina Fé, 0)=1—Ae when Aa <1 and dim F(f,0)=Q@ when sez=l. 


i itiermore. in the stationary case (t>~, ee 1) we shall determine the 
probability that the system will stay in the state E;(j/—O,1,2,...), i.e. that 
the number of persons waiting and being served be equal to /. 

1. Investigation of the service period. Determination of G(x). Suppose 
that a person without waiting arrives at the service. In the moment of the 
arrival he will be attended immediately. Let us suppose that the duration of 
this service time is y. The probability that in this time interval n persons 
arrive at the counter is 


Ay)" 
(43) aed a 


BF 
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i. e. it has a Poisson distribution. If m0, then the service period consists 
of a single service and the distribution function of this is H(x). If n= 1, 
then the server after having attended the first person, starts to attend one of 
the waiting persons. The other waiting persons may be imagined standing 
aside. Having finished the service of this person and the persons arriving 
eventually in the meanwhile (the distribution function of this duration is G(x)) 
the server begins to serve one of the persons standing aside. This person 
and the other persons arriving in the meanwhile having been served again 
the service begins to attend one of the persons standig aside again. This will 
be continued until there are persons standing aside. From the point of wiew 
of the service it is perfectly indifferent whether the persons will be attend 
in order of their arrivals or not. This fact touches the persons only, namely, 
the distribution function of the waiting time is changed by this fact but F(¢, 0) 
and the expected waiting time remain unaltered. Let G,(x) denote the dis- 
tribution function of the sums of n mutually independent random variables 
whose distribution agrees with that of & i. e. the n-fold convolution of G(x). 
G,,(x) may be calculated by the following recurrence formula: 


(44) Galx) = | Guas—y) AGO), (n=2,3,...) 


where G,(x) = G(x). By what has been told we may write 


(45) G(x) = J de iy AY) zn G,.(x—y) dH(y). 
In fact, the length of the service periode does not exceed x if the service of 
the first arriving person lasts a time y (0< y =x); the distribution function 
of it is H(y) and during his service time there are n (n=O, 1, 2,...) arriving 
persons (the probability of it is given by (43)) and the service duration of 
these and those having arrived in the meanwhile does not exceed x—y, the 
probability whereof is G,(x—y) as seen. We note that G,(x)—1 if x=0° 
arid . Giy(x) = 0-46 ae <0. 

Let the Laplace—Stieltjes transform of G(x) be 


(46) L(s)= |e" dG(x) 


which converges for i(s) = 0 
Passing from equation (45) to the Laplace transform, we obtain 


PAek CLL SALON YO -2 
(47) MO 2a ih (2x)'dH(x)= > (—1) a *o— 
= W[s+A4—A1T(s)], 
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i. e. for R(s)=0, I(s) the Laplace—Stieltjes transform of G(x) satisfies the 
functional equation 
(48) I(s)=y[s+i4—al(s)]. 

A sketchy proof of this equation has been already given by D. G. KENDALL 
[10]. 

Now we prove the following theorem: 


THEOREM 6. The Laplace transform of the distribution function G(x) of 
the service period I(s) is the uniquely defined analytic solution of the functional 
equation 
(49) P(s)=y[s+24—AT(s)], 
valid for Rt(s) = 0, where I(s) is subject to the condition I'(~)—0. G(x) 
can be determined uniquely by I(s). 

Denote by p* the smallest positive number for which 


(50) wiaAdl—p"))=p", 
then lim G(x)=p*. If 4@ =1, then p*=1 and G(x) isa proper distribution 


Junction, while if ha >1, then p*<1 and G(x) is an improper distribution 
function, namely, in such cases the service period can be infinite with proba- 
bility (1—p”*). 

Proor. It is clear that G(x) exists for each finite x and, as we have 
shown, /’(s) satisfies the functional equation (49). Further it is clear that /’(s) 
is an analytic function for Ji(s) >0, and [’(co) 0. Knowing 7’(s), G(x) can 
be determined uniquely. Therefore, it is sufficient to show that /’(s) is uni- 
quely determined by /’(oo)—O and by its analytic character. It is sufficient 
to know /7(s) only for non-negative real values s, because it can be uniquely 
extended for #t(s) = O. The function w(s) decreases monotonically for O=s< ~; 
w(0)=1 and w(cc)=0. w(s) is differentiable for O=s< oo and w’(s) 
increases monotonically; w’(0)—= —e and w’(o)—0. Let /’(s)—x in (49), 
then s=J” '(x). w(s) is a monotonous function, therefore the inverse function 
w(x) is uniquely determined for 0 =x =1. Hence from (49) we get 


Pr @) =p @)—A1 =»), 
i. e. ”'(x) is uniquely determined for 0= x =1. Now we investigate whe- 


ther 7’(s) can also be determined uniquely. 
Ir '(0)= ce and I”*(1)=0 and for 0<x<1 the derivative 


dl’ *(x) 1 
dx wepr'@) 


exists and is a monotonically increasing function. In x—1 this derivative 


has the value eee. If 2@ <1, then this derivative is not positive and 
04 
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I’ '(x)=0 has no root in the interval O=x <1, but r(1)=0. Ifdae>1, 
then this derivative is negative and ['(x)=0 has one and clearly only one 
root in the interval O=x<1. Let xp* denote the smallest positive root of 
r-'(x)=0. In the interval (0 = x = p*) the function ['(x) is a monotoni- 
cally decreasing continuous function; therefore its inverse function /7(s) exists, 
it is the Laplace transform of the sought G(x) for O=s< ~. This function 
I’(s) is uniquely determined by the prescribed conditions. The functional 
equation has in general more solutions but only one of them satisfies the 
mentioned conditions. Now /’(0)=p*, that is lim G(x) = p*. Further the roots 


of the equation I '(x) =0 agree with those of the equation w(A(1—x)) =x. 
This completes the proof of the theorem. 
EXAMPLE. If H(x)=1—e-*/* (x 20), then y(s) = 1/(1-+ es) and hence 


LHte(sts—Vfi +e(s+4)P—42e. 
2ha tie 


(51) L(s)=— 


Now (49) has two solutions corresponding to the positive and negative 
sign of the root, respectively. We must take the solution with negative square 
root because of the condition /’(~)=0. Inverting (51), we obtain . 


(+A @)x ra 
- 2) sax 1 
52 Oye es 1 | | a 


where /,(x)=/,(ix)/i and j,(x) denotes the Bessel function of genus 1. Here 
G(cc)=1 if 4a =1, while G(co)—I1/de if da > 1. 

(49) can be used excellently for the determination of the moments of 
G(x). 

Now we shall determine the average service periode 


(53) u— | xdG(x) 


directly from (45). From (45) we obtain 
(54) p= Gdes: nu | eé te dH(y). 
neal . : 
0 
This can be seen directly too: uw is composed of the average service time @ 
of the first person, and if n persons arrive during the service time of the 
first — the probability whereof is 


p! 7 n 
jo any 
0 


— then, by the discussion given above, the average service time of these 
and the others coming in the meanwhile is equal to nu. 
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Performing the summation in (54), we have 
(55) H#=athau. 

If ha <1, then 

4 
(56) ses aay res 
however, if ha=1, then u—ocv. 

We have mentioned that in case A4@ > 1 the probability that the service 
period is finite equals p*—/7(0). Then the question arises: what is the 
conditional expected value of the service period under the assumption that 
the service time is finite? This conditional expected value is 


i pe ate 
(57) = (0) ‘ 
Here /'(0)—p* and by (49) 1’(0)= w’(A(1 —p*)) [1—21'(0)], from which 
I’’(0) can be determined. Finally, we obtain 


‘ —# itl) 
58 — * 5 —- . 
(68) = FTF aw G0 —p)) 
In case of an exponentially distributed service time p*—1/da@ if 4a > 1 and 
* a i 
(59) PS Rie 1." 


In case of a constant service time (y,—«), p” is the smallest positive root 
of the equation Za p*e?”* —iae’ and 


a 


(60) fe Tie 


Concerning the service period an other problem arises: How many 
persons will be served in a service period? Let f; denote the probability 
that a service periode consists of 7 (j/—1,2,...) services. The probability 
that during the service of a single person n persons arrive at the service 
counter, is given by 
(61) pes few oe dH (x) (ie Oy 2 a's); 


0 
as mentioned above. Now it is clear that 
(62) f= os PnyPnq- + + Pn;- 
My tNgt. TNG = j-1 


NyANot. tity = he (e=1,2, ...3 9-1) 


However, it seems more convenient to determine the generating function 


(63) F(o) = = fio’: 
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We have the recurrence formulae 


i Po» 
tiga! 
(64) fj = =. Dn >) Tipe Fin oa 
q n=1 Jytiet+. +n =j-1 


The reasoning is perfectly analogous to that used to establish formula (45) 
for G(x). Passing to the generating function from (64) and using 


(65) w(4(1—o)) = 2, Pro”, 
we obtain the following functional equation for F(@): 
(66) F(o) =ow[A—AF(o)]. 


THEOREM 7. The generating function F(w) of the probabilities f; is the 
uniquely determined, for \m|=1 analytic solution of the functional equation 


(67) F(o) = ow[4—1F(o)] 


subject to the condition F(0)—=0. Let x= p* be the smallest positive real root 
of the equation w(A(1—x)) =x; then lim F(@) = p* 
o>l 


Proor. It is clear that the probabilities f; exist. Hence the generating 
function F(m) exists also for |m| = 1, F(O)—0, F() is an analytic function 
for || =1 and F(@) satisfies the functional equation (67). Knowing F(@), 
the probabilities {f;} can be determined uniquely. Therefore, it is sufficient 
to show that the conditions mentioned determine F(@) uniquely. It is suffi- 
cient to determine F() for real values with O =m =1, for then F(m) can 
be determined for all @ with |w| = 1. Let x F(m) in (67), then » =F '(x) 
and by (67) we have 


aa x it x 
F°O= Fax)" 
~1 
Now F-'(0)—0, F-'(1)=1 and ee is monotonically decreasing for 


Q =x=1. The value of the derivative in x=1 is 1—Ada. If this derivative 
is non-negative, that is A@ =1, then F'(x) is monotonically increasing for 
0= x= 1 and F'(1)—1. If this derivative is positive, that is 2@ > 1, then 
co Fy) ae has one and only one root x= p* in the interval O<x<1; 
consequently, F(x) eis ORO Cay increasing for 0exsr and 
F'(p*)=1. Hence, if x = p* denotes the smallest positive root of F'(x) =1, 
then F'(x) can be uniquely inverted for O=x=p*. F(O)=0, F(m) is a 
continuous function of m and Ltn (00) Bis By the above procedure F(m) 


is determined uniquely. p* denotes the probability that the service period 
consists of a finite number of services. 
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EXAMPLE. Let v,—e« (constant). Then w(s)e-** and it is clear that 


TT 


(68) GW= Sf 


So the determination of G(x) is reduced to that of the probabilities f;. Now 
F (qm) satisfies the following functional equation: 


(69) F(o)=]we**l-Fel, 
If we use the notations y—AeF(m) and x=we’*da, then we obtain 
the relation 
(70) yev=x. 
Hence we have to determine the functions y= y(x), i. e. the inverse function 


of (70). As it is well known, the branch passing through the origin of y= y(x) 
may be represented as the power series 


cas fj-1 
(71) IQ=2 =~ 
j= J} 
for |x| =1/e, i. e. for the values |w| =1 we obtain 
— ei (haj)s} 
(12) F(o)= > <= & 


We remark that from (69) we obtain the differential equation 
oF’ (w)—F(o) =1aoF (@)F (o) 
whose solution corresponding to the initial condition F(0)—0 is given also 
by (72). 
So, by (72), we obtain 


xr 
a 


Lperrrsa 
— 


ot en has es 7 
(73) Gay)= > = 
By (62) we may put 
! ag 1 Sees (hog) 
4). -fpe (Aa) cote Wee nue ri i! 
nytnet..tn,pZk (k= 1, 2,...,J-1) 


hence, (73) may be obtained in this way too. 
‘If y, is exponentially distributed, then 


feria {ee aside beat AU) —4haw 


14a Sa 


from which 
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2. Determination of F(t,0). In our paper [16] we have dealt with 
stochastic processes in which pauses and happenings with distribution func- 
tion 1—e*" and G(x), respectively, are alternating. We have shown that if the 
process starts in the moment tO with a pause, then the probability that in 
the interval (t, t-+ /t) a happening (here: service period) begins is f(t) 4t +- o(4t) 
where f(¢) is continuous and is defined uniquely by the integral equation of 
Volterra type 


(75) f=—i—A | f¢—x) [1—G@)] ax. 


Now we have f()4t+o0(4t) = F(t,0)44t+o(4t). In fact, in the interval 
(t,t-+-4t) a service period begins when in the moment ¢ there is no waiter, 
the probability whereof is F(#,0), and in the interval (¢,¢-+4t) somebody 
arrives at the service, the probability whereof is A4t+o0(4t). Hence 


(76) F(t,0) = Aus 
By (75), for Si(s) >O we have 
; Sy 3 2 ; 


6 
Hence F(t,0) may be determined uniquely (F(0, 0) = 1). 
In our paper [16] we have proved that the limit 
(78) Tim nie) = = cor 
exists, if uw is finite; uw is the mean aie of G(x). Hence by (76) and (55) 
we have 


; CTY eek enon ah = 
(79) lim F@ Oya (Ole caer 1—de for se<l. 
So we have proved the existence of the limit F*(0) in the case homo- 


geneous in time. It was used in the preceding chapter. 


3. Determination of the probability of the state E;, Let us consider the 
homogeneous process in the stationary case. Let P; (7 —0,1,2,...) denote 
the probability that, in a moment chosen arbitrarily, the system has the state 
E; (J =0, 1, 2,...), i. e. for t-+oo, the number of persons waiting and being 
served is j. Py is the probability that the system is in the state Ej, i.e. 
there is no person waiting or being served. As we have seen, in the case 
ha<1 we have 
(80) P,=1—2e. 


If 4@ = 1, then, as we have proved, «oe and by the theory of recurrent 
events we have P)=0. (See W. FELLER [6], [7].) 
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In his work [9] A. JA. KHINTCHINE has shown that in the stationary 
State (i. e. for fcc) the probability that the system has the state £; vat the 
end of a service time, agrees with the probability that in an arbitrary moment 
the system has the state £;. Thus it suffices to establish these probabilities 
for the endpoints of the service times only. The random variables, C,,, Cs,... 
describe the states at the endpoints of the consecutive service times, where 
C,—J if at the end of the n-th service the system has the state E;. The 
process described by the random variables {¢,,! forms a Markov chain with 
the transition probabilities 


a 


(81) PC, =k+j/—1|\0,.1 =k) =p;= |e (EY dH) 


rey), 1.2,.:, and «= 1,.and 
(82) ACS ee — 0) =p; 
sior k— 0. 

It may be easily proved that in our case we can apply a well-known 
theorem (Cf. W. FELLER [7], p. 325): If the states of an irreducible chain are 
ergodic, then, independently of the initial value ¢,, the limiting probabilities 
(83) iim Pc, == J) == P; U=0My2,......) 


n-> © 


exist and the values P; may be determined uniquely from the system of 
equations 


(84) Pj — Pini Po + PiDi of as +P; pj + Pop, Vi=0, 1, 2,.. -). 


In our case the Markov chain is irreducible, for each state may be 
reached from any other state in a sufficient number of steps. As known, all 
the states of an irreducible chain belong to the same class. In case Aa <1, 
as we have seen, the state E, is ergodic, hence the same holds for every 
state. If 4a = 1, then the state E, is a recurrent-null state, hence so are all 
Brier states, i. e. P;=-O0 for every J. 


| Let 
(85) IK(o)= p> Pio! 
and 
(86) ao) = >) pjoi= {er dH) =v @—o)); 
j=0 iG 
0 


then by making use of these generating functions, from (79) we obtain 


(87) wo IT (w) = 1() LT (@) + Poo — Pl. 
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Hence 
7U(@) 
(88) LI (o) = Pp ; 1—z(@) ° 
Pay pa 
If m— 0, then 
1—a(o) 
(89) pai ha, 


and hence J/(0) = P,/(1—Aa). Considering that /7(0)=1 or P»x=1—de 
if A@ <1, we obtain 


_ (—da)w(dd—a)) 
(90) IT(@)= ,_l—wGi(i—o))’ 


l1—ow 


EXAMPLE. 1) Let zy, be an exponentially distributed random variable, 
i. e. H(x)=1—e-*. Then w(s)=1/(1++-e@s) and we have 


l—le 
Ay Mes —haw~ 
Hence 
(92) P; = (1—Aa@) (he). 


2) ¥.=ac (constant). Then w(s)—e-s* and 
(1 —ha)e*it-o) 


(93) IT (o)= [—e-hed-a)* 
eas pa 
Hence 
i fe 1 ec 
—k pkia (kia)3' (kia)! a | 
Me | i Da aed Waa yeaa 24): 


§ 4. Waiting time problems in case of a non-Poisson process 


Now, concerning the moments ¢, of the arrivals of the persons at the 
service, let us suppose that the consecutive time differences +, —t,—t,-1 
(n= 1, 2,...; f=) are equidistributed mutually independent positive random 
variables with the common distribution function P(r, = x)= Q(x). In the 
case of a Poisson process homogeneous in time we had Q(x) = 1—e*"(x = 0). 
Now we shall deal with the more general case when Q(x) is arbitrary. In 
the sequel we also suppose that the service times y,, y, y;,... are equidistribu- 
ted mutually independent random variables with the common distribution 
function H(x). 

In Chapter 2 we have already mentioned that the random function 7(é) 
so defined is in general not a Markov process but the moments ¢, are Mar- 
kov points of the process. Let 7(¢,—0O)—m,, i. e. the waiting time of the 
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n-th arriving person, and 7(0)= 1. According to what has been said, the 
sequence {7),} of random variables is a Markov chain. Knowing 7, the 
random variables 7, may be determined step by step from the following 
equation : 

Mn > age if a naa ny 
(95) rest = | cima Co ee 

0) if Tati —YZ, =o Nn- 

Let PQ, = x)= F,(x) denote the distribution function of the random 


variable 7,. Starting from F,(x), the sequence {F,,(x)} may be determined step 
by step by means of the recurrence formula 


(96) Frui(x) = | K(x, yd Fu(y) (0. Thora 
where 
(97) K(x, y) = |[1—Q(u+y—x)]d Hu). 


In fact, the transition probabilities of the Markov process described by the 
sequence {7,} of variables are P(?jnu1 S X | j,—=y) = K(x, y), $0 that (96) holds. 
The computations may be perfected conveniently by the following two-step 
recurrence formulae: 


jee) 


(98) K(x) = | H(x—y)d Fa) 
and Yi 
(99) . Fru(x)= | [1—Q(y—2)]dK,(9). 


0 


A further question is: When does the limiting distribution function 
lim F,,(x) = F(x) exist and how can F(x) be determined? Here we quote 


n> © 


the work by D. V. LINDLEy [14] in which the following theorem is proved: 
For the existence of the limiting distribution function \im F,,(x) = F(x) 


it is necessary and sufficient that either M(x.) = M(tn) OF T—YZn=0 holds. 
If M(yn) = M(t) and tr—yzn>= 0, then lim F,(x)==0 for every x. The limit- 


ing distribution F(x), if it exists, is independent of the initial distribution F,(x) 
and is the unique solution of the integral equation 


© 


(100) F(x) = | K(x, y)dF()). 


1) 
In his investigations LINDLEY starts from equation (95) and proves that 
it characterizes a random walk problem which can be discussed by making 
use of the laws of large numbers and recurrent events. 


126 L. TAKACS 


The theorem stated above may be proved by general theorems concern- 
ing Markov chains or it may be reduced to the proof of the ergodicity of 
the state E, with a finite recurrence time if «<@ where «—M(y,) and 
@ = M(t»). 

It is also interesting to investigate the following problem. If the process 
n(t) is defined for all ¢ as it was described in Chapter 2, then determine 
conditions for the existence of the limiting distribution function lien FUSX)Sshet 


and a method to obtain it. Here we state the following 
THEOREM 8. If O<@<O@O< ~ and Q(x) does not agree with a distri- 


bution function which has only jumps at some integral multiplies of a given 
number, then there exists the limiting distribution function lim nF, XT 


independently of the initial distribution F,(x) and may be piven by 


zx 


(101) F(x) = 4 |1-QO)1K +04y, 
where | 
(102) K(x) = | F(x—y) dH() 


and F(x) is the unique solution of the integral equation (100). 


For the proof let us introduce the new variable ¢(f) which denotes the 
distance between the moment ¢ and the immediately preceding moment 
t, (n=0,1,2,...). The process ¢(¢) so defined essentially agrees with-a spe- 
cial case of the renewal process investigated by J. L. Doos [3]. Under our 
conditions we may apply Theorem 12 of Doos. According to this theorem, 
the limiting distribution function 


x 


: 1 
(103) Q(x) = lim PE) =) = | [1 —Q(u) au 

0 
exists. 
. If t+ oo and f¢, denotes the moment of arrival of the last person arriv- 
ing in the interval (0, ft), then with probability one we have n—-o~ and 
lim P(n (th) = x)= K(x), where A(x) is given by (102). So it is clear that 


(104) Fx) [Ke + y) dQ) 


which is the same as (101). 


The uniqueness as well as the independence of the initial distribution 
F(x) follow from the theorem stated for F(x). 
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We remark that if F*(x) will be defined as the distribution function of 
y(t) in the moment t= f¢* chosen “at random” in a process of an infinitely 


long time, then it suffices to suppose regarding Q(x) only that O<O< ~~, 
where © is its mean value. 


EXAMPLE. Apart from the waiting times here we may also quote as 
example the filling and evacuating of cisterns. This example is taken from 
the book of G. P. Boev [1] (p. 311, example 170). Let »(f) denote the pro- 
vision of the cistern in the moment ¢. Cistern are filled with periodes of a 
year. If we suppose that the quantity of leaving water is the same in the 
unit time until the evacuating follows, then we have a phenomenon which 
may be described by the above model. In the stationary case the distribution 
function of the provisions in the cistern will be given by F*(x) in (101). 

If we suppose that the water leaving in the unit time is proportional to 
the provisions, then the model described in our paper [17] may be applied. 
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UCCIIEMOBAHHE MPOBJIEM BPEMEHH OSKUAAHUA C MOMOLUbIO 
MAPKOBCKHX MPOLECCOB 


Jl. Takau (Byganewrt) 


(Pes Me) 


Jina mpuopiparoune B MOMeHTAX BpeMeHH fj, fy, ..., fn, ... COOTBETCTBEHHO, OOCAY>KU- 
BaroTCA B NOPAAKe OYepewn eAWHCTBEHHBIM Mpukasunkom. TlycTb BpeMeHa OOcayKNBAHUA 
15 Loy +++) Yn, ++. CHEAYIOWIMX APyr 3a APyrOM MMW ABIAIOTCA HE3ABHCHMBIMH NOOKATEIb- 
HBIMM Cy4anHbIMH BeMYNHAMH C OHOM H TOM oKe (pyHkuNe pacnpefenenua A(x). Tycte. 
R(s) =O 


@ 
p(s) = | e-s* dH(x) 
6 
u M (xn) = a, 

O6osHaunm yepes (tf) BPeMA OHKUAAHNA AMWA NpH yCAOBNM 4TO OH NpHOpiBaeT B 
MOMEHT, HM Yepes yn BPEMA OKUAAHUA AMA NpuopiBarowlero N-bIM. TlycTb Aanee P(7(t) = x) = 
—— EG x) u P(in = x) = Fy (&): 

1. Myc nocaenonateabHocth {fn} MOMeHTOB NpHOBITHA OOpasyeT Mpouecc Tyaccona 
¢ naoTHOCTbIO COObITHH A(t). Torna 4(t) ABIAeTCA MAPKOBCKHM Mpoueccom u F(t, xX) yaosreT- 
BOpxeT CuefqyiomlemMy HHTerpo-AnippepeHunatbHOMY YpaBHeHHW : 


OF (CX) etc (lan) 
ot re Ox 


— 4()| F(t, x) — i H(x—y) dy F(t, |. 


C nOMOUIbIO STOO ypaBHEHHA MOXKHO OAHOSHAYHO ONpeperATD F(t, x), sHaa F(t,0). (He- 
TpyaHoO oOnpenenath F(t,0), ecan A(t)= 2 (mocrosnna). [lycth lim Z(t) =A; Torpa 
t+ © 
jin F(t,0)=1—Aa econ Aa<i,u lim F(t,0)=0 ecam 2Ze=1. B cayyae Aa<l 
> oOo t> © 
cyulecTByeT mpefenbHoe pacnpefenenne lim F(t, x)= F*(x), mu gad npeoOpasonannaa 
t> oo 


Jlannaca—Crunptpeca or F*(x) umeem 


ie) 


fem a(x) 
0 


le 


A pe BED 
Ss 


B COOTBCTCTBUH PCLUeCHNeM S8afaHHbIM PaHbUWe XWHUMHBIM AA CTaWMOHAPHOTO Ciy4ad. 
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2. Ilycrb nocneqosatenbHocT. {tn} MOMeHTOB NpnOBITHA oOpasyeT npouecc MMyaccona 
€ (NOCTOAHHOM) MNOTHOCTBIO COGBITHI A(t)}=A. Torga nocneqosatenbuocrh Tle pe@MeHHbIxX 
{%m } OOpasyer OfHOpOAHy10 uenb Mapxosa, a tpyukunu pacnpepenenua Fy (x) onpenensa- 
}OTCA C MOMOMIbIO CHefyroulen peKkyppeHTHOI (popmyant : 


Fn (x) = { K(x, y) dFn1(y) (1 == 2'35,..), 
“0 0 


© 
Kix, y) = H(x—y) + [ e*“t¥) aH). 
ev-y 
Ecau n—> oo, T0 Fn (x) — F*(x). 
Nyctb G(x) — tbyxkuusa pacnpeyenenua nepnona oOcayxXuBaHUA, uM NYCTh 


Fi) = f e* dG(x). 
0) 


Torga /°(s) aznaercs pewennem (pyHkuMOHanbHOrO ypaBHeHna 
I(s)= v(s + 4—AT(s)), 
YAOBRETBOPAIOUIMM §=ycnoBuIo /'(oo)—=O u ananuTuyeckuM gna R(s)> 0. Ilyctb p* — 
HaMMEHbUICE NONOMKUTEMHOE 4UCO, AAA KOTOPOrO p* = w(A(l—p*)), Torga lim G(x) = p*. 
xzZ—-> 0 


Ecau 4¢=1, to p*—1, a ecam Aa >1, To O< p* <1. 
Ilyctb f; BepOATHOCTh TOrO, 4TO Nepwoy ObcAyxKMBaHUS COCTOUT ug J OTHCbHBIX 


oo 
AaKTOB OOCAyxKuBaHHA, HM NycTh F(w) = > fj oj. Torga F(o) apaserca pewennem tbyHKuno- 
j=l 
HaJIbHOrO ypaBHeHust 
F(o) = ow(A—AF(o)), 
yAopneTBopsiouuM ycnosnio F(O)—O u avanuruyeckum pa |o|<1. Jlanee, umeer mecro 
cooTrHowenne lim F(#)—p*, rye 3HayeHne p* TO xKe KaK mu npexpe. 
o>! 


Tyctb Pj — BepostuHocth Toro, 4To npu tf —> co 4ucnO OoKMAaIOWUMX paBHAetcs j. NycTp 


ioe) 
II (w) = >’ P; oj; Torna nA Aa <1 uMmeer mecTo 

j= 
(I—4a) p(A(1— )) 
pete U9) 5 


l—o 


IT (@) = 


3. Ha KOHUe CTaTbM [eNalOTCH HEKOTOPbIe 3aMeuaHMA OTHOCHTeNbHO Cnyyasa, Kora 
pasHoctn f,—ftn-1 OfMHAKOBO pacnpepeneHHble HE8aBUCUMBIe CAy4YaMHbIe BeAMYMHEI. 


9 Acta Mathematica VI/I—2 


wo +_ 
: : 
. 
fi 
P 
. 
: 
¢ i Az 
; ‘ 
Ve 
‘ . % > 
} ' 
' 2 
* , 
i . 
Le a PY 
a , 
a eX 
aie : 
. *.. 
Ps, 
—- 
? - inh 
be ‘ 
‘ Q Sse 
: - eu ; 
» i + u 
mn rf ‘ 
1 R 
a F = tard , 


- a ae ‘ 
: es Da a 
- = i © Rey ect te 
oy ’ ee ; Ve eh De % 
7 r { aT — ee 
} ‘ 
os Ps ; 
4 i ‘ 
f a 
+ ‘ ' a - 
fi ( 2 ti WV. 
; © op 
. Os. ‘ 7 1 ee 
+ ey 
. : a . nD ol ge! on! = aa 
tie - ay 
: i ir ty 
*y j 
x ‘ qv 
: i 
. . “ 
To 
- ie ~ al 
. “| . 
: : 
~ 
~— } oe 
eh - 
% t 7 
‘ 
a i. 
* Ay ‘ 


LOSUNG DER VEKTOR-FUNKTIONALGLEICHUNG 
DER HOMOGENEN UND INHOMOGENEN n-DIMENSIONALEN 
EINPARAMETRIGEN ,,TRANSLATION“, DER ERZEUGENDEN 
FUNKTION VON KETTENREAKTIONEN UND DES STATIONA- 

REN UND NICHT-STATIONAREN BEWEGUNGSINTEGRALS 
Von 


J. ACZEL (Debrecen) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


§ 1 


Die folgende Vektor-Funktionalgleichung der n-dimensionalen einpara- 
metrigen (homogenen) Translation (s.z.B.[1]'), d.h. der n-dimensionalen 
Transformationen mit einem additiven Parameter (auf die — vgl.§ 4 — unter 
gewissen Voraussetzungen durch Einfiihrung eines additiven Parameters jede 
einparametrige Transformation zuriickgefiihrt werden kann), ist zugleich die 
Funktionalgleichung der erzeugenden Funktion von Kettenreaktionen im homo- 
genen Fall [2] und auch die Integrale der Vektor-Differentialgleichung (d. h. 
des Differentialgleichungssystems) einer stationdren Bewegung erfiillen diese 
Gleichung (s. z. B. [3]): 


(1) f[f(x, f), u] =f(x, t+). 


_ (Ubrigens folgen auch die Iterierten f,(x) = f(x, v) einer Vektorfunktion die- 
ser Gleichung, vgl. § 4.) 

Die beziigliche Gleichung fiir die erzeugende Funktion der inhomogenen 
Kettenreaktionen [2] lautet 


(2) f[f(x,.s, 2), ¢, u] =1(x, s, u). 


Man sieht auch leicht, daB die Integrale des Differentialgleichungssystems 
(der Vektor-Differentialgleichung) einer nicht-stationdren Bewegung 


d a 
Wt i(X25, vita) 


1 Eckige Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 


oF 
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der Gleichung (2) gentige leisten. Es scheint auch zweckmafhig zu sein, als 
Verallgemeinerung der gewohnlichen Translationen die der Gleichung (2) 
geniigenden Zuordnungen_,,inhomogene Translationen* zu nennen. 

In dem § 3 werden wir Folgerungen beziiglich der oben vorgefiihrten. 
Probleme (z. B. die Zuriickfiihrbarkeit der einparametrigen Transformationen 
auf koordinaten-parallele Verschiebungen, usw.) aus der in dem § 2 voll- 
brachten Lésung der Funktionalgleichungen (1), (2) ziehen. 

Im eindimensionalen Fall wurde die Gleichung (1) und die ahnliche 
Gleichung fiir nicht-additiven Parameter schon in den Arbeiten [4], [5] geldst. 

Die Voraussetzungen iiber die Natur der Funktionen f werden wir so 
wihlen, daB die Beweise mdglichst einfach und klar werden, deshalb wer- 
den wir nicht immer die schwachsten Bedingungen suchen. Es ist aber bemer- 
kenswert, daf wir die Giiltigkeit unserer Funktionalgleichungen nur auf einer 
(n—1)-dimensionalen Hyperebene voraussetzen und hieraus ihre Giiltigkeit 
schon im ganzen Raum folgt. 


§ 2 
Beziiglich der Gleichung (1) beweisen wir den 


Satz 1. Die Vektorfunktionen 
(3) f(x, )=g[h(x) +14], 
wo h(x) eine beliebige ein-eindeutige Vektorfunktion mit der Umkehrfunktior 
g ist, also 
(4) h[g(y)]=y, 
und die Addition y+-t zwischen Vektoren und Skalaren als Addition des Ska- 
lars zur ersten Komponenten des Vektors: 

VYAE= {Ni Voy ee ey Mnf FHEH{M HE, Vos -- 0) Vn} 

definiert wird, erfiillen alle die Gleichung 
(1) f[f(x, f), u] = f(x, t+u). 

Wird umgekehrt (1) auf der Koordinatenhyperebene’ X = Xq = {Q,X, ..., Xn} 
(a konstant) vorausgesetzt, und gibt es ferner fiir jedes x ein 


(5) Xp == {f, Xp, «« «7 Xnp == A(X) 
derart, dap 

(6) ¥ (x1) = F(x., t) =x 
ist, so folgt 

(3) f(x, t)—= g[h(x) +4] 


(und die Giiltigkeit der Gleichung (1)) ftir jedes x (und f, wu). 


2 Natiirlich kann statt x, auch x, usw. konstant gehalten werden, wenn dies die 
Erfiillung der iibrigen Voraussetzungen besser sichert. 
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Die oben stehende Definition der Addition von Vektoren und Skalaren 
mag etwas seltsam scheinen, sie leistet aber hier guten Dienst (vgl. auch § 3). 
Auch die iibliche Addition von komplexen Zahlen bzw. Quaternionen mit 
Skalaren (reellen Zahlen) entspricht dieser Vorschrift. 


BEwEIs. Daf} die Funktion (3) die Gleichung (1) erfiillt, sieht man 
unmittelbar: 
ELF (x, 2), u] = g[h(f(x, t)) + u] = g(h[g(h(x) +] +0) = 
= g[h(x)+¢-+ au] =f(x,t+u), 
wo auch auf (4) Riicksicht genommen wurde. 
Gilt umgekehrt (1) fiir x =x, (und alle f, uw): 
f[f (xa, f), u] =f(x., t+ u), 
dann ist wegen (5)—(6) und der Definition von x,+u—Xy,: 
f[g(x:), u] = g(x +4), 
also 
f(x, u) = g[h(x) +a] 
fiir jedes x giiltig, w. z. b. w. 
Der entsprechende Satz fiir die Gleichung (2) lautet: 


Satz 2. Die Funktionen 
(7) f(x, ¢, u) = g[h (x, 2), a] 
(wo y=h(x, f) eine beliebige Vektorfunktion mit dem Parameter t ist, die sich 
beziiglich x umkehren last: x = g(y, 1), also 


(8) h[g(y, 4), 4=y. 
gilt) erfiillen immer die Gleichung 
(2) tts s-1), Cul —=1(; 5,4). 


Wird umgekehrt (2) auf der Koordinatenhyperebene x =X, erfiillt und 
gibt es fiir jedes x und t ein 


(9) Mpeg) keh oo hap ee kt) 
derart, dap 

(10) g(x;, t) =f (Xa, s, f) =x 
ist, so gilt 

(7) f(x, f, u) = g[h(x, 2), u] 


(und deshalb auch die Gleichung (2)) fiir jedes x (und f, u, s). 


Es ist bemerkenswert, da® hier gar keine neue Operation zwischen Vek- 
toren und Skalaren definiert werden muBte. 
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Bewels. Die Funktionen der Gestalt (7) erfiillen offenbar die Gleichung 
(2): 
f[f(x, s, 0), t, u] = g(h[f(x, s, 9, 4], v) = g[h(g[h(x, s), f], , wd) = 
= g[h(x, s), u] = f(x, s, u) 
mit Riicksicht auf (8). 
Ist umgekehrt (2) fiir xx, (und alle s, /, z) erfiillt: 
flix; $s; ), 621s), 
so gilt wegen (9)—(10) 
f[g(x:, 2), t u] = gs, 4), 


f(x, t, a) = g[hCx 7), a] 


also 


fiir jedes x, w. z. b. w. 
Die Frage nach der Eindeutigkeit der Darstellungen (7) und (3) lat sich 
folgenderweise erledigen : 


SATZ acre Se 
(11) g[h(x, ¢), u] = g[h(x, d), uJ, 
wo h bzw. h die einzigen Umkehrfunktionen von g bzw. g sind, so gilt 
(12) g(y, u) = g[k(y), ul 


(h(x, uv) =I[h(x, u)], wo 1=k"', dh. k[l(x)}=x) 


und diese erfiillen auch (11). D.h. in (7) kann g durch die in (12) gegebenen 
g und nur durch diese ersetzt werden, also ist die Funktion g in (7) nur bis 
auf eine n-dimensionale Vektorfunktion k bestimmt. 


Bewels. Aus (11) folgt, wenn wir h(x, t)—y, x= g(y, ¢) schreiben mit 

t=: 
&(y, uv) = g(hlg(y, to), f], w) = g[k(y), a]. 
Hieraus folgt auch 
h(x, w) = I[h(x, u)], 

und diese Funktionen erfiillen auch wirklich (11) : 

g[h(x, t), ul Fog g(k[h(x, t)|, u) — g{k(1 [h(x, t)}), ul ae gh (x, t), ul, 
w. Zz. b. w. 

Im homogenen Fall gilt ahnlich der 


SATz 4. Aus 
(13) g [h(x) +t] = g[h(x) +4] 
folgt 
(14) g(y)=glx(y"-”)+y,), 


(wo die Bezeichnungen y = {y,, Yo, .-., Yn}, Y"O = {yn, .. -» Yn} verwendet wur- 
den), und diese Funktion erfiillt mit ihrer Umkehrfunktion h(x) die Gleichu ng 
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(13) fatsdchlich. D.h. in (3) kann g durch die in (14) gegebenen g und nur 
durch diese ersetzt werden, also ist die Funktion g in (3) nur bis auf eine 
n-dimensionale Vektorfunktion eines (n—1)-dimensionalen Vektors (a.h. n 
Funktionen von (n—1) Verdnderlichen) bestimmt. 


Der BEwEIS dieses Satzes ist merkwiirdigerweise mehr verwickelt als 
der des Satzes 3. (14) folgt aus (13) folgenderweise : Wir bezeichnen in (13) 
h(x) +t=y, x= ¢(y—%), dann gilt ¢(y) = g(h [g(y—?)}] +d), wo ¢ noch belie- 
big gewahlt werden kann. Wahlen wir t= y,, so erhalten wir tatsachlich 

g(y)=g(h[g(y”)] +) = gle(y") +H]. 

Aber schon die Konstruktion der Umkehrfunktion h(x) von g(y) ist nicht 
mehr trivial : 

Aus 


x=) =e) +18 [segs ||) Y= ACO 


Hx) (yD) 
n{y*) + y= h(x), 


my (y"?) + 1 = fy (x), 
"1 (yD) — ht"-) (x) 
und falls wir die Umkehrfunktion von x™0=x™)D(y@)) mit yer) = 
=A") (x@-)) bezeichnen, so wird 

Re (x) = ye) = eh) 

| Ay(X) = r= MX) (vy?) = a (X) — AHO] 
die gesuchte Umkehrfunktion von (14) sein. Nun erfiillt sie aber zusammen 
mit (14) die Gleichung (13) tatsachlich 

— yx, (yr-1) ; 
gh +4— ze ROH —a[(hO nor — 
(AY [ho (x)]) + Ar) A [HOY (XK) ‘| ee 
x60-0 (AOD (x)]) | 


= |(fenge |] theo +4 


(da xD[2O-D(xe-D)] = xe) ist), w. z. b. w. 


folgt 
d. h. 


§ 3 


Die Losungen (3) bzw. (7) der Gleichungen (1) bzw. (2) bedeuten, daf 
mittels der Koordinatentransformation 
7 x = h(x), y = hiy), 
bzw. der Zuordnung des beweglichen Punktes 
x(t) = h(x, ¢) 
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zum Punkte x (und dhnlich y(t)=h(y,t) zu y) die Transformationen mit 
einem additiven Parameter 


y—t(x, 0, 
bzw. die ,inhomogenen Translationen* 

y =f(x,¢,u) 
sich in die zur x, Achse parallelen Verschiebung 

M fee Sn 5 


bzw. in die Transformation 

(15) Yu) — x 

liberfiihren lassen, falls die Transformationen f(x, t) bzw. f(x, t,u) auf der 
Koordinatenhyperebene x, a eine Schar bilden, d.h. den Gleichungen (1) bzw. 
(2) geniigen und dort auch die Auflésbarkeitsbedingungen (5)—(6) bzw. 
(9)—(10) erfiillt sind (und dann bleiben die Schareigenschaften (1) bzw. (2) 
im ganzen Raum erhalten). 

(15) la&t sich so deuten, daf der zu x geordnete bewegliche Punkt im 
Zeitpunkt uw eben dort ist, wo der zu y—f(x,7,u) geordnete im Zeitpunkt 7. 
Der homogene Fall schlieft sich hierin durch bewegliche Punkte mit axen- 
parallelen Bahnen ein. 

Bei unserer Deutung gibt der Satz 4 aus einer geeigneten Koordinaten- 
transformation alle solche an und Ahnliches gilt auch vom Satz 3. 

Fiir die wahrscheinlichkeitstheoretische Anwendung unserer Gleichungen 
ist die Deutung unserer Resultate weniger an der Hand liegend. Jedenfalls 
kann bemerkt werden, dafi die erzeugenden Funktionen der Wahrscheinlich- 
keiten bei Kettenreaktionen dem Werte-n-tuppel (1, 1,...,1) immer den Funk- 
tionenwert (1, 1,..., 1) zuordnen, deshalb wird bei den oben beschriebenen 
Zuordnungen dem Einheitspunkt immer ein beztiglich der neuen Transfor- 
mation fixer Punkt entsprechen. Ahnliches gilt oft auch beziiglich des Anfangs- 
punktes (0,0,..., 0). 

Wir wenden uns endlich den stationaren und nicht-stationdren Bewe- 
gungen zu. Wie bekannt ({3]), erfiillen die Ortsvektoren eines beweglichen 
Punktes f(x, ¢) mit dem Anfangspunkt x, die der Differentialgleichung der 
stationdren Bewegung 

df (x, f) 


(16) ai 


geniigen, die Gleichung (1). Ahnlich erfiillen die Ortsvektoren des beweg- 
lichen Punktes f(x, s,¢), der sich zur Ausgangszeit s am Ort x befindet, falls 
die Bewegung nichtstationar ist (also der Gleichung 


(17) AES) vite, 50,4 


geniigt), die Gleichung (2). Den Zusammenhang dieser Funktionen v mit 
unseren Vektorfunktionen geben die folgenden zwei Satze an. 


— vif (x, 4] 
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SATZ 5. Die Funktionen v(x) in der Differentialgleichung der stationd- 
ren Bewegung 
a t) 


(16) 
(deren Loésungen f (x, t) der Dee (1) geniige leisten), lassen sich (mittels 


f bzw.) mittels der im Ausdruck (3) von £ figurierenden Funktion h folgen- 
derweise ausdriicken : 


= v{i(x, d], 


v(x ga : == H’(x)“e, 


wo e der Vektor e,=1, @: = --- =e, —0 ist und H’(x) die als regulir vorausge- 
setzte derivierte Matrix der Vektorfunktion h(x) und H'(x)' ihre Inverse ist. 


BeweEls. Aus (3) folgt, wie wir schon sahen, 
h[f(x, f)] = h(x) +47. 
Derivieren wir diese Gleichung nach ¢, so kénnen wir 


(18) H’ f(x, pS) 
schreiben. Aus (3) (oder auch aus (1)) folgt aber 
i(x,0)==x 
und aus (16) erhalten wir fiir t—0O 
df(x, t 
ESI “ A, 


folglich wird aus (18) fiir f—0O 
v(x) =H’(x) 'e, 
w. z. b. w. 


Satz 6. Die Funktionen v(x,t) von (17) stehen mit den Funktionen 
f(x, s, f) und den Funktionen h(x, t) von (7) im folgenden Zusammenhang 


df (x, s, t) 1 ue) a 
dt 
wo H’ wieder die derivierte Matrix von h(x, t) beztiglich x bezeichnet. 


Bewels. Aus (7) (oder (2)) folgt 


V(X, 0) —— — H’(x, ft) 


=r 


(19) f(x, ,)—x, 

und aus di(x, s, 1) 

(17) v[f(x, 5 t), t] => dt 
ae, 

ee d(x, s, t) 


(20) v(x, t) er aki, dt 
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Andererseits derivieren wir wieder die mit (7) a4quivalente Gleichung 
h[f(x, s, 7), t] = h(x, s) 


nach t¢ df( F Aces 
, X, S, | a y, ee @) 
. LC ss , 4 dt 3 dt ly =f (x, s, t) 
und substituieren s—f, dann wird mit Riicksicht auf (19) und (20) 
1 dh(x, t) 


v(x, t)=—H'(x, t) dt 


Dies und (20) ergeben die Behauptung des Satzes 6. 
Die Satze 6 bzw. 5 lassen sich fiir die Komponenten folgenderweise aus- 


sprechen : 
Ay aA 6 ines ite) Tee Ahi 2, fect, Neg pa pe 

C= —— W dr ee ES eS : 
a O (Xi, orsra) OSGi, asp hel a ty ee eee 
bzw 

A 0(h,—t, ie owas hy. ne Alger Ais, Sieh iy hy) 

Afi ig 

G (Xie Neyek Fy Macks ee 
ist. 
§ 4 


Die bisherigen Interpretationen unserer Gleichungen liefen parallel im 
homogenen und inhomogenen Fall. Wir schlieSen mit zwei Bemerkungen die 
sich nur auf die homogene Gleichung (1) beziehen. 

Erstens sei bemerkt, dafi auch die iterierten f:(x) = f(x, ft) einer Vektor- 
funktion £(x), d.h. eines Funktionen-n-tuppels fi(%, ..., Xn), fo(%1, -- +) Xn)y oe ey 
Fir(%, Xa, .--. Xn), der Gleichung (1) geniigen, da man von den Iterierten die 
Erfiillung der Relation 

f. [:(x)] = fru (x) 
zu fordern pflegt. 

Zweitens sei darauf hingewiesen wie sich die Transformationen mit 
einem nicht-additiven Parameter auf den Fall mit additivem Parameter, d. h. 
auf die ,homogenen Translationen* der Gleichung (1) zuriickfiihren lassen. 


SATZ 7. Falls die n-dimensionalen, einparametrigen Transformationen f(x, t) 
mit einem (nicht-additiven) Parameter eine Schar in dem Sinne 


(21) f[f(x, 4, u] = f(x, fou) 

bilden, [wo tou eine stetige rechts kiirzbare Operation (skalare Funktion) von 
t und u ist}, und f(x, t) effektiv ist, d.h. aus f(x, t)=f(x,u) t—u folgt, so 
kann ein additiver Parameter eingefiihrt werden, d.h. es existiert eine (skalare) 
stetige und streng monotone Funktion y(t) derart, dof die neue Transformation 
(22) f(x, t)=f[x, 7(0)] 
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schon die Gleichung 

f[f(x, #), vu] F(x, t+-u) 
der homogenen Translation erfiillt. 

BEwEls. Aus (21) folgt 
f[x; (s of) ou] —f[f(x, s of), u] = f(F[F(x, 8), #], uv) = 
= f[f(x, s), to u] =f [x, so (to n)], 
was wegen der Effektivitat von f die Assoziativitdt 

(sothou=so(toun) 
von fow bedeutet. Es ist ebenfalls aus der Effektivitaét zu sehen, da aus 
fo ito lly wegen 

f[f(x, 7), a] =f(«, fo u,) = f(x, to a.) = f[f(x, d), u] 
u, =U, folgt, also tow auch von links kiirzbar ist. Da nun, wie wir gleich 
beweisen werden, jede stetige assoziative und beiderseitig kiirzbare Operation 
(Funktion) tow in der Gestalt 
(23) tou=9lg'O+¢"(u)] 
darstellbar ist, folgt aus (21) 
Flf(x, ), u]=f(x gle*O+e ()), 

also mit der Bezeichnung (22) und @1(f)=v, g!(u)=—w 

f[f(x, v), w] = f(x, v+w), 
w. z. b. w. 

Die noch iibrig gebliebene Verifikation von (23) folgt aus dem 


Satz 8. Ist die Operation tou zwischen zwei reellen Zahlen t,u eines 
Intervalles stetig, assoziativ und beiderseitig kiirzbar, so gibt es eine stetige, 
streng monotone Funktion y(t) derart, dap 
(23) tou=gly'@)+ 9 '(u)), 

(g"' ist die inverse Funktion von ¢). 

Der BEWEIS benutzt den Satz (s. [6]), da fiir jede stetige streng monoton 
wachsende assoziative Operation (23) gilt. Wir miissen also noch beweisen, daf 
aus unseren Voraussetzungen dvs streng monotone Wachsen von tou in beiden 
Verdnderlichen folgt. Die strenge Monotonitat selbst folgt natiirlich aus der 
Stetigkeit und beiderseitigen Kiirzbarkeit von tou, wir miissen aber die Még- 
lichkeit des streng monotonen Abnehmens ausschliehen. Gabe es z.B. ein uy . 
derart, da fiir jedes Paar =< 6 
(24) t,0 Up —ty 0 Uy > O 
wire, so hat jedes uw dieselbe Eigenschaft, denn falls es noch ein w gebe fiir 


das 
tou—tou <0, 
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so gabe es wegen der Stetigkeit auch ein uw, zwischen u, und uw mit 
t,o u,—t,°0 uy, =0, 
was der rechtsseitigen Kiirzbarkeit widersprechen wiirde. Gibt es also ein Ww, 
derart, daB fiir jedes Paar ¢, << t (24) gilt, so folgt fiir jedes u aus 4.<t, 
tou>tfou 


und 

to(uov)<to(uov)=(hou)ov<(hou)ov=—to(uor), 
was unmoglich ist. Ahnlich kann fow auch in der zweiten Verdnderlichen 
nicht abnehmen. Damit ist der Beweis vollendet. 


(Eingegangen am 4. Mai 1953.) 


Bemerkung bei der Korrektur. (Am 9. Juni 1955.) Ein dem Satz 2 
analoger Satz fiir n 1 ist in der eleganten Arbeit von S. GOLaB, Sur les 
objets géométriques non différentiels, Bulletin de l’Acad. Polon. des Sci. et 
des Lettres Classe des Sci. Math. et Nat. A, (1949), S. 67—72 zu finden. 
Dies zeigt zugleich, dafi (2) auch in der Theorie der geometrischen Objekten 
eine Anwendung hat. Auch (1) kann in dieser Theorie angewendet werden. 
Auf diese Frage wollen wir noch zuriickkehren. 
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PEIUEHHE BEKTOPHOFO ®YHKUMOHANbHOrO YPABHEHUA OJHOPOAHbIX 
M HEOAHOPOJHbIX n-MEPHbIX OJHOMAPAMETPHYECKHX§ ,, TPAHCJIALMM, 
B CBA3H_C NPOMSBOMAWIEM bYHKUMEM WEMHbIX PEAKIMM MU WHTEFPAJIOM 
CTALMOHAPHbIX MU HECTALIMOHAPHBIX JIBM>KEHMM 


A. Anea (leopeuen) 
(Pe3r0 me) 
Llenbi0 HaCTOALeM padOTH! ABIAeTCA AOKASaTb, ITO (pyHKUNH 
f(x, t) = g [h(x) + ¢] (y+t= {Vir Vor -eer Vn} HE={W +h yo, .--, yn}) 


f(x, t, u) as g[h(x, t), uj 
(h npoussonpublm, h[g(y)| — h[g(y, }, f]—y) saspaarotTca cambimn OOulMMN peweHuamu (pyHK— 
IWMOH@IbHBIX ypaBHeHHit 


u 


f [f(x, d), u]— f(x, t+ a) 


Ti (ss) 2)}G | tT (xs, 2) 
COOTBETCTBEHHO, ECM TPeGORATb BbIMOAHEHHOCTh yCOBAH paspemmMMoctn (5)—(6) u (9)—(10) 
COOTBETCTBEHHO. OTH ypaBHeHHA UMEIOT MPMMeHeHHA, yKasaHHbIe B 3arnaBun padorni. Usnara— 
}OTCA TAKMKE HEKOTOPbIe AaNbHeuwMe OOOOUIeHNA, CNeCTBUA MU NPpMMeHeHHA. 


un 


a vay b bide 
-— 4 : Ls ' 
Se 


~ * 


EXTREMUM PROPERTIES OF THE REGULAR POLYTOPES 


By 
L. FEJES TOTH (Budapest) 
(Presented by G. Hajos) 


It is more than a century ago that L. SCHLAFLI' discovered the higher 
dimensional analogues of the five Platonic solids. He found that besides the 
regular simplex, cross polytope and measure polytope, i.e. the analogues of 
the regular tetrahedron {3,3}, octahedron {3,4} and the cube {4,3}, there 
are only three further convex regular polytopes, all in four dimensions. These 
are the self dual {3,4,3} made up from 24 {3,4!, 3 around each edge, 
{3, 3,5} bounded by 600 {{3,3}, 5 around each edge, and its dual, 
{5, 3, 3} having 120 {5, 3}-cells (dodecahedra), 3 around each edge. 

The great variety of the well-known extremum properties of the regular 
polygons, and especially of the equilateral triangle, suggests analogous pro- 
perties of the regular solids and polytopes. In fact, many extremum properties 
of the regular polygons can easily be transferred to the regular simplex and 
a part of them to the cross polytope or measure polytope.’ Also {5,3} and 
{3,5} (icosahedron) can be characterised by different extremum postulates.’ 
But — though the theory of the regular polytopes has a vast literature — 
little, if anything, is known in this direction about the “non-trivial” regular 
polytopes {3, 4, 3}, {3,3,5} and {5, 3,3} mentioned above.’ 

In the present paper we shall give a simple proof’ of the fact that 
among those convex four-dimensional polytopes of given insphere which are 
topologically isomorphic with {3, 3,3} (regular simplex), or {3, 3,4} (cross 


1 Theorie der vielfachen Kontinuitét, Denkschriften der schweizerischen naturfor- 
schenden Gesellschaft, 38 (1901), pp. 1—237; — Ges. Abh. | (Basel, 1950), pp. 167—387. 

2 See e. g. the remarks on the end of the paper. 

3 L. Feyes Toru, Lagerungen in der Ebene, auf der Kugel und im Raum (Berlin— 
Gottingen—Heidelberg, 1953). 

4H. S. M. Coxeter, Regular polytopes (London, 1948). 

5 L. Feyes Totu, On close-packings of spheres in spaces of constant curvature, 
Publicationes Math. (Debrecen), 3 (1953), pp. 158—167. 

6 Compare our proof with M. Gotpserc, The isoperimetric problem for polyhedra, 
Tohoku Math. J., 42 (1935), pp. 226—236, and H. Hapwicer, Zur isoperimetrischen Unglei- 
chung fiir k-dimensionale konvexe Polyeder, Nagoya Math. J., 5 (1953), pp. 39—44. 
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polytope), or {3, 3,5} (600-cell), or {3, 4, 3} (24-cell), the corresponding 
regular polytope has the minimal volume. 

It was J. STEINER who first compared polyhedra of the same topologic 
type, probably in order to characterize all the five regular solids by a unique 
extremum condition.’ We can guess that the consideration of isomorphic 
polytopes has the same effect also in higher dimensions. For example, there 
is no doubt that the above proposition holds for {4, 3, 3} (measure polytope) 
and {5, 3, 3} (120-cell) too, but the proof of this conjecture seems to be not 
so simple. On the other hand, for the remaining polytopes our proof yields 
a little more: 

Among all convex four-dimensional polytopes of given insphere bounded 
by 5,16 or 600 tetrahedra or 24 polyhedra isomorphic with the regular octa- 
hedron the corresponding regular polytope has the minimal volume. 

Let P be in 4-space a convex polytope bounded by a tetrahedra 
t;,...,¢, and containing the unit sphere S. Let +; be the spherical tetrahedron 
arising from f¢; by central projection upon S. The sum of the volumes® 7; 
equals the surface (3-dimensional content) of S: . 


n 


D2 T= 270". 
We assert that 
t; = v(Ti) 


where v(r) denotes the volume of a regular tetrahedron whose hyperplane 
(3-space) touches S at the centre of the tetrahedron and the central projection 
of which has a volume equal to tv. This is equivalent to the fact that among 
the tetrahedra ¢, of given volume, whose hyperplanes do not intersect S, the 
regular tetrahedron touching S at its centre has maximal projection. 

It is easy to show that. if ¢ is not entirely contained in a_ sufficiently 
large sphere concentric with S the projection + of t becomes arbitrarily small. 
Therefore we can restrict ourself to tetrahedra lying in a fixed sphere and 
(with respect to the continuity of the functional +) the existence of an extremal 
tetrahedron follows from the theorem of WEIERSTRASS. 

Obviously, we can suppose that the hyperplane of f touches S at a point 
O since otherwise we could increase the volume of its projection by a trans- 
lation. Let /7 be a plane through O, orthogonal to an edge of ¢. Let us. 
replace all chords c of ¢ orthogonal to // by the chords c’ of the same length 
and lying on the same line symmetrically with respect to /7. This process, 
called symmetrisation of STEINER,’ carries ¢ into a new tetrahedron ¢ of the 


7 Such a characterisation is impossible by comparing polyhedra of given number of 
faces or vertices. 

’ We denote a body and its volume by the same symbol. 

® The symmetrisation of a tetrahedron and octahedron was already used by STEINER: 
in order to establish the isoperimetric property of {3,3} and {3, 4}. 
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same volume t/t symmetric with respect to 7. The fact that any inner 
point of the segment c’—cc’ lies nearer to OQ than any point of c—cc’ invol- 
ves a volume preserving representation of f upon ¢ which lets the points of 
tt’ invariant and carries the other ones into points lying nearer to O. But, 
since among two volume elements of ¢ of equal volume that one lying nearer 
to O has a greater projection upon S, the projection of ¢ is greater than or 


equal to the projection of t. Equality holds only if ¢ is symmetric with res- 
peert0 J. 


It follows that the best tetrahedron must be symmetric with respect to 
any plane through O orthogonal to an edge, i.e. it is regular and has O for 
its centre. This completes the proof of our assertion. 

The above remark on the volume elements of ¢ makes it evident that 
v(t) is a convex function of ¢ (0=«<-’). Hence, by Jensen’s inequality 


n n 1 n (Dx? 
4P= ts ze > 0(e) = a-o[—- S'a,| =v ; 
SES eae fe 


1 


i=l 
The case of equality is obvious and implies just the desired extremum pro- 
perty of the reguiar 5-, 16- and 600-cell. 

The proof of our theorem concerning {3, 4, 3} runs analogously by replac- 
ing the word “tetrahedron” by “octahedron” or, more precisely, by ‘“poly- 
hedron isomorphic with the regujar octahedron’. But in this case we sym- 
metrise first on a plane orthogonal to a diagonal of the octahedron. Under 
such a symmetrisation the topologic type of the octahedron remains unaltered. 
Three successive symmetrisations on such planes passing through O yield an 
octahedron symmetric with respect to O and having mutually orthogonal dia- 
gonals. Consequently, we can restrict ourself to the simple case of octahedra 
of this property. Symmetrising such an octahedron first on a plane through 
O orthogonal to an edge, then on a plane through O orthogonal to a dia- 
gonal radiating from one endpoint of this edge, we obtain an octahedron of 
the same property. It follows that the best octahedron must be symmetric 
also with respect to any plane through O orthogonal to an edge, i.e. it must 
_ be regular and to have O for its centre. 


10 Acta Mathematica VI/1—2 
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An analogous proof concerning {4, 3,3} and {5, 3,3} miscarries on the 
fact that in case of a polyhedron ieomerpite with {4,3} or {5,3} the sym- 
metrisation on any plane generally alters the type of the polyhedron. 

We close our discussions with some remarks. 

The process used in the proof of the inequality f= v(r) shows at the 
same time that among the tetrahedra ¢ of given volume the regular tetra- 
hedron f concentric with a sphere S contains the greatest part of the volume 
of S: 

iS2ts: 
This is a generalisation of the well-known facts that among the tetrahedra 
inscribed in or circumscribed about to a sphere the regular tetrahedron has the 
maximal and minimal volume, respectively. 

Another consequence of the symmetrisation is the fact that among the 
tetrahedra the regular one has the least quotient R/r where R denotes the 
circumradius and r the inradius.” 

Analogous propositions hold for polyhedra isomorphic with {3, 4). Fur- 
ther, the theorem concerning R/r can be transferred by aid of polar recipro- 
cation from {3, 4! to {4,3}. All these proofs can be extended without dif- 
ficulty to higher dimensions. So we obtain, for instance: If R and r are the 
circumradius and inradius of an n-dimensional simplex, then 

Retr. 
In case of an n-dimensional polytope isomorphic with the cross polytope 
or measure polytope we have 

tg Ved 


(Received 19 February 1954) 


OB 9KCTPEMAJIbHbIX CBOMCTBAX PEPYJIAPHbIX MOJIUTOMOB 
JI. Peewm Tor (Byzanewr) 


(Pe3wme) 


ABTOpOM JOKASbIBAeTCH, YTO M3 BbIMYKIbIX MOJMTONOB YeTbIPeX USMEPeHUM, TONONO- 
rMYeCKH H3OMOP(PHbIX PeryAApHOMy NOAMTONY CuMBONA {3,3,3} nan {3,3, 4} nan {3, 3,5}, 
M COpepsKaunx fanny ciepy, CaM peryAAPHbI NOAMNTON UMe€eT MMHUMAIbHBIM OObeM. 


0 A very simple direct proof of this was given by I. ApAm. (See the book quoted in 
footnote 3, p. 28.) 
11 Cf. the book cited in 3, p. 131. 


UBER GEWISSE EIGENSCHAFTEN ORTHOGONALER 
SYSTEME DER KLASSE L? UND DIE EIGENFUNKTIONEN 
STURM—LIOUVILLESCHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


Von 
MIKLOS MIKOLAS (Budapest) 
(Vorgelegt von B. Sz.-Nacy) 


§ 1. Einleitung 


1.1. Vielfach benutzt man diejenige Eigenschaft des trigonometrischen 
Orthogonalsystems, daf man von ihm durch Differentiation und Integration 
wieder Orthogonalsysteme erhalt, welche iiberdies mit demselben Intervalle 
(der Lange 27r) verkniipft sind. Ahnlich ist der Sachverhalt, wie man sofort 
einsieht, z.B. bei den Tschebyscheffschen Polynomen erster und zweiter Art, 
allgemeiner bei den Jacobischen, gleichwie bei den Laguerreschen und Her- 
miteschen Polynomen; d.h. in diesen Fallen ist die abgeleitete Folge, bzw. 
ein Integralsystem der mit der Gewichtsfunktion multiplizierten Folge wieder 
inbezug auf dasselbe Intervall nebst einer passenden Belegung orthogonal. 
Die nach den ,klassischen“ Systemen gebildeten Orthogonalentwicklungen 
gehen also bei Differentiation und Integration in Orthogonalreihen desselben 
Typus iiber; m.a. W.: sie behalten ihren Charakter bei den genannten Ope- 
rationen. Diese Tatsache ist fiir die Anwendungen ebenso vorteilhaft, wie die 
entsprechende im Falle der Pofenzreihen. 

1.2. Auf Grund der bisherigen Uberlegungen hat die Frage ein gewis- 
ses Interesse, inwiefern alles dies sich verallgemeinern 146t. — Dementspre- 
chend wollen wir uns in der vorliegenden Arbeit mit den folgenden Proble- 
men beschaftigen : 

I. Es sei {g,(x)} ein beliebiges Orthogonalsystem der Klasse L;.(a, 6), 
verkniipft mit der nicht negativen Belegungsfunktion w(x).' Es seien gewisse 


! Es kommen nur solche Belegungsfunktionen (Gewichtsfunktionen) in Betracht, 
welche nur iiber einer Nullmenge des Grundintervalles [a, 5] verschwinden und darin 
L-integrabel sind. — L2(a, b) bezeichnet die Gesamtheit der in (a, 6) meSbaren Funktionen 

b 


F(x), fiir welche [ w(x) f(x)? dx existiert. Ferner benutzt man (w(x)= 1) die tibliche Bezeich- 


nung L’(a,6) fiir die Klasse der in (a,b) me8baren Funktionen f(x) mit dabei L-inte- 
grablen | f(x)|’. — Hier und durchwegs in dieser Arbeit kommt nur der Lebesguesche 


Integralbegriff zur Anwendung. 


10* 
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Konstanten c,,c,... und eine Funktion Q(x)=0 (@= x =b) angegeben. 
Gesucht wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafi die 


Folge {D,(x)-+¢.} mit 0,0) =| w(t)gr(t) dt (a= x =b;4=1,2,...), bzw. 


das erweiterte System 1, {,(x) ter} inbezug auf (a, b) nebst der Belegungs- 
funktion Q(x) orthogonal ist.” 


Il. Es sei {y,(x)} ein Orthogonalsystem von in (a, 6) differenzierbaren 
Funktionen fiir (a, 6), verkniipft mit der ebenda nicht negativen Belegungs- 
funktion w(x). Es sei noch eine Funktion g(x) = 0 (a =x =b) angegeben. 
Gesucht wird eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da die 
Ableitungsfolge {@(x)} ein Orthogonalsystem zur Belegung g(x) fiir das 
Intervall (a, b) bildet. 

Eng schliefBen sich die weiteren Aufgaben heran: 


Ill. Es ist eine méglicherweise weite Klasse solcher Orthogonalsysteme 
anzugeben und naher zu _ untersuchen, welche gleichzeitig die in I und Il 
genannten Eigenschaften besitzen. 


IV. Wie lassen sich die ,klassischen* Orthogonalsysteme, d. h. die 
Jacobischen, Laguerreschen, Hermiteschen Polynome und die Sturm—Liouvil- 
leschen Eigenfunktionen auf Grund der in dieser Richtung paste Resul- 
tate charakterisieren ? 


V. Sei eine (allgemeine) Fourierreihe betrachtet, von welcher man durch 
Differentiation (Integration) wieder eine Orthogonalreihe erhdlt; was kann 
iiber die Konvergenz bzw. Summabilitéat der urspriinglichen und abgeleiteten 
(integrierten) Reihe ausgesprochen werden ? 


1.3. Diese Probleme scheinen in der gegebenen Fassung neu zu sein. 
Was IV betrifft, so sind in den letzten Jahrzehnten mehrere Untersuchungen 
publiziert worden, welche von den iiblichen Definitionen (Rodriguessche For- 
meln, Orthogonalisierung, Erzeugungsfunktionen, Eigenwertaufgaben) abwei- 
chende, eigenartige Kennzeichnung einer oder anderer Klasse von Orthogonal- | 
polynomen enthalten.’ J. EGERVARY gab z. B. in einer schénen Arbeit gewisse 
charakteristische geometrische Eigenschaften der Legendreschen und Tsche- 
byscheffschen Polynome an,* wahrend W. HAHN und H. L. KRALL den Satz 
bewiesen haben: unter allen orthogonalen Polynomsystemen besitzen die 
klassischen im wesentlichen’ allein die Eigenschaft, dafi die aus ihnen durch 


2 Wie wir sehen werden, ist der Fall cy —c.—=---==0O bei den klassischen Ortho- 
gonalpolynomen ausgezeichnet. 

3 Vgl. die Bibliographie [28]. 

4 Vgl. [5]. — Der Satz rithrt von L. Feyér her. (Vgl. Ecervary, 1.¢., S. 18.) 

> D.h. von trivialen linearen Transformationen abgesehen. — Vgl. [14], [15], [21], 
[22], [23], ferner [30], [28], [2]. 
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Differentiation (oder wiederholtes Differenzieren) entstehende Polynomfolge 
gleichfalls nebst einer geeigneten Belegung inbezug auf dasselbe Intervall 
orthogonal ist. Nach der Entstehung dieser Arbeit ist eine Notiz von J. ACZEL 
erschienen, welche sich auf eine vereinfachte Behandlung der klassischen 
Orthogonalpolynome mittels einer Rodriguesschen Formel bezieht.’ — In diesem 
Zusammenhange hat man noch einen ganz speziellen Satz von B. GAGAEFF 
zu erwahnen,’ wonach es aufer 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x,... wesentlich 
kein anderes Orthogonalsystem gibt, welches sich bei Derivation bis auf 
Zahlenfaktoren reproduziert.® 

V umfafit offenbar die klassische Frage tiber die gliedweise Differen- 
zierbarkeit und Integrierbarkeit einer gewohnlichen Fourierreihe; die zweite 
ist bekanntlich stets bestattet, beziiglich der ersten aber folgt aus dem Fejér- 
schen Grundsatze kurz und elegant, da die stetige Differenzierbarkeit der 
Summenfunktion die C,-Summierbarkeit (zur Derivierten) der abgeleiteten 
Reihe nach sich zieht.’ Dieses schéne Fejérsche Ergebnis hat etwa zehn 
Jahre spater zu mehrerlei weiteren Untersuchungen. iiber trigonometrische 
Fourierreihen AnlaB gegeben. 


1.4. Die erwadhnten Probleme werden wir vor allem im Falle vollstian- 
diger Systeme behandeln. 

Beziiglich I und Il ergibt sich in § 2 die notwendige und hinreichende 
Bedingung, daB g(x) (A=1,2,...) einer /ntegralgleichung der Form 


Be 


(1.1) glx) = on. QO[Px(f) +a dt + Ki 
mit bestimmten konstanten @,, c., Kx fast tiberall in (a,b) geniigt (vgl. 
Satz 1),” bzw. (was im Falle stetiger g(x) auf dasselbe hinausgeht), daf in 


(a, 6) eine Relation vom Typus 
(1. 2) [g(x) pi (x) = o2w (x) r(x) 
nebst Randbedingungen erfiillt ist. (Satze 2 und 3.) 


6 Vel. [I]. 


7 Vel, [10], [12]. 

8 Beim Lektorieren machte mich Herr Professor B. Sz6xeracvi-Nacy auf eine mir 
vorher unzugiingliche, neuestens publizierte Arbeit von D.C. Lewis ([25]) aufmerksam; 
hierin beweist der Verfasser einige, meinen Satzen 3 und 4 teilweise entsprechende 
Behauptungen, seine Resultate stehen aber nur mit meinem Problem Il in Beriihrung. Ich 
will Prof. Sz.-Nacy fiir die wertvollen Ratschlage auch an dieser Stelle meinen besonderen 
Dank ausdriicken. — Wie ich bei der Korrektur bemerkt habe, findet sich ein dem ersten 
Teile meines Satzes 3 dhnliches, etwas spezielleres Ergebnis schon in einer anderen Arbeit 
von Gacaerr ([11]), welche aber von Lewis nicht zitiert wird. 

9 Vgl. [6], [7]. ; 

10 wie pay gleich in 2.1 eine Verscharfung des Satzes 1, welche sich auf Lebesgue— 


Stieltjes-Integrale bezieht. 
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M. a. W.: es soll jede Funktion y= gq,(x)(4—1,2,...) eine Lésung 
der Sturm—Liouvilleschen Differentialgleichung 
(1. 3) [g(x)v'T = o.w()y 
sein. 

In § 3 zeigt man u.a. ohne Miihe (vgl. III), daf& die, passende Randbedin- 
gungen befriedigenden Lésungen einer Gleichung von der Form (1. 3) ein 
die Eigenschaften | und II gleichzeitig besitzendes Orthogonalsystem bilden 
(Satz 4). Die Gesamtheit der betreffenden Folgen {q@,(x)} — ,gewdhnlicher 
SL-Systeme“ — ist somit als eine natiirliche Erweiterungsklasse zu betrachten. 
Es wird auch die naheliegende Frage untersucht, wann die ersten bzw. hdhe- 
ren Ableitungen eines gewohnlichen SL-Systems {¢(x)} gleichfalls zu dieser 
Klasse gehéren (Satz 5); die Bemerkung, dafi die Derivierte einer Lésung 
von (1. 3) wieder einer Differentialgleichung vom Sturm—Liouvilleschen Typus 
gentigt, wobei die Koeffizienten einfach mit g(x), w(x) zusammenhangen 
(Lemma 1), spielt da und spater eine wesentliche Rolle. 

Die beiden letzten Abschnitte (§§4 und 5) enthalten Anwendungen 
beziiglich IV und V. . 

Satze 6,7, 8 liefern je eine solche Charakterisierung (in der Gesamtheit 
aller Orthogonalsysteme der Klasse L*) fiir das trigonometrische System bzw. 
fiir die klassischen Orthogonalpolynome, ferner fiir beliebige Eigenfunktionen 
von (1.3) erster oder zweiter Art, welche nur Figenschaften allgemeiner 
Natur, wie Beschranktheit, Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit, Orthogonalitéat, 
Vollstandigkeit benutzt.” 

Satz 9 ergibt endlich eine Verallgemeinerung des Fejérschen Satzes iiber 
die Differentiation gew6hnlicher Fourierschen Sinusreihen, deren Beweis 
natiirlich weitere Hilfsmittel aus der Theorie der Sturm—Liouvilleschen Rand- 
wertprobleme (z. B. asymptotische Formeln, das Aquikonvergenztheorem von 
HAAR) und aus der allgemeinen Theorie der reellen Funktionen erfordert. 


§ 2. Untersuchung der Probleme I, II 


2.1. In den folgenden bezeichnen, wie tiblich, [a, 6] ein abgeschlossenes, 
(a, b) ein offenes Intervall, welche endlich oder unendlich sein mégen. Es 
kommen durchwegs nur reelle Zahlen und Funktionen in Betracht. 

Zunachst gilt beziiglich der Frage | der folgende 


DAT Ou) Es sei w(x) € L(a, b) eine in (a,b) fast tiberall positive Funk- 
tion, (x) €L.(a, b) (A=1, 2,...) eine Funktionenfolge, welche kein konstan- 


"| Insbesondere wird die Giiltigkeit einer Differentialgleichung, oder einer anderen 
speziellen Relation weder bei den Elementen des Systems, noch bei den Gewichtsfunktio- 
nen verlangt. 
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tes Element enthdlt.” Wir nehmen an, daji entweder 1) {q(x)} selbst. oder 
2) die Folge 7, ¢,(x), 9:(x),..., mit einem konstanten ¥) += 0, ein w-vollstdn- 
diges und w-orthonormales System inbezug auf (a, b) bildet. 

I) Sei Q(x) eine in (a, b) fast iiberall positive Funktion, Q(x) € L(a, 6), 
und seien ¢,,C,,... gewisse Konstanten; man betrachte die Folge 


(2. 1) 1, D(x) +¢,, D(x) +c,... 
mit 
(2. 2) P(x) =|wtg(dt  (4=1,2,...). 


Das Funktionensystem (2.1) ist dann und nur dann Q-orthogonal auf 
(a, 6), wenn fast iiberall in (a, b) 


(2. 3) gulX) = or [QMI®M+alat+K, U=1,2,...) 


gilt, wobei 


b 1 


0,=— | | Q(x) [Pix) + oP dx und 


(2.4 » 
: | Q@) ®(x)dx 


j= — D 
| Q(@x)dx 


b t 


sind, wahrend kK; die Null oder —yio, |»@ | QW@[®.(u) +e] du at bedeutet, 


a 


Je nachdem der Fall 1) bzw. 2) vorliegt. 

Il) Wird c, =0 und Q(x) ®,(x) € L(a, 6) (A=1, 2,...) statt Q(x) EL (a, b) 
vorausgesetzt, so bildet {D,(x)} im Falle 2) dann und nur dann ein Q-ortho- 
gonales System auf (a, 6), wenn (2.3) darin bis auf eine Nullmenge mit 


b t 
ki=—70r | w(t) Q(u) ®,(u) du dt und nebst der Bedeutung (2.4) von o, 


gilt.” 


12 Da und spater heifen zwei Funktionen nur dann verschieden, wenn ihre Erkla- 
rung iiber einer Menge von positivem Mafie abweicht. 

13D. h. vollstandig, usw., in L,,(a, 0). 

14 Beispiele: 1*—2* alle normierten Sturm—Liouvilleschen Eigenfunktionen erster 
bzw. zweiter Art, welche zu [ Q(x) yy} =ew(x)y, Q(X) > 0, w(x) > 0 (a=x = b) ange- 
héren, 3* das trigonometrische Orthonormalsystem (auf einem Intervalle der Lange 27), 
4* die normierten Jacobischen Polynome. Fir 1* ist 1), Fall 1), ftir oa 3* aber 1), Fall 2), 
wihrend fiir 4* (Q(x) —(1—x) “11+ x)", @>—1, & > —}) nur Il), Fall 2) anwend- 
bar. (Vgl. [20], S. 265 ff. [29].) 
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BeweEls. Es seien alle Voraussetzungen fiir w(x) und {g,(x)} erfillt; 
dann gilt in beiden Fallen 1) und 2) 


: (1, falls m=n, 
(2. 5) | w(x gm xpulaydx =} 9 ic (nit==1p2. 
und im Falle 2) tiberdies 
b 
(2. 6) | w@)epn(xpdx =0 ee hae ay 
b b -1 
(2341) We | w(ixj\dx—=1, n= | | w(x) ax| : 


I) 1° (Notwendigkeit.) Nehmen wir an, daf das System (2.1) unter der 
Bezeichnung (2.2) bei gewissen Werten von c, inbezug auf (a, 0) nebst einer 
angegebenen Belegungsfunktion Q(x) € L(a, 6) orthogonal ist, d. h. 


(2. 8) | Q@)1®.@) +eiJax —0 (A= 19d} 


und 


(2.9) QI) + en] [OQ +eldx=0 (men; m,n=1,2,...). 


Dann koénnen wir aus (2. 8) sofort auf den Wert (2. 4) von c, (A=1, 2,...) 
schlieBen; c, soll also weiterhin zur kurzen Bezeichnung des dortigen Aus- 
drucks dienen. 


Die linke Seite von (2.9) integrieren wir nach Teilen und zwar in der 
fiir Lebesguesche Integrale passenden Weise.” Man erhalt 


} 22) [Pn + en] [Pr 2) +eddx = | Q([PnO + end t-[®n(6) +65] — 


(2. 10) b : 
— | w(x) p(x) | QD) [Pn(Q + enldtax (im, n==) 2), 


wobei das Glied in der Mitte vermége (2.8) verschwindet. Durch Kombina- 
tion von (2.10) und (2.9) ergibt sich also 


| w(x) @m(x) | Q()[Palf) +enldtax — 
(2511) a a 


= Keres) [D,, (x) + ¢nPdx (a= lee, fe) 


15 Vgl. [26], S. 54. 
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fiir m—n und 


42. 12) lwog, (x) QO [On) + cnjdtdx =O (m+n; m,n=1,2,...) 


sonst. 
Aus (2.5) und (2.12) folgt nun 


(2.13) fw pul2)} Gn(X—en | QH[Pn() + cal ddl dx —0 


Ciiaedtts Wilt le yak) 
bei jeder Wahl der Zahlenfaktoren 0,,; indem man zweckmafig auch fiir 
ew 


2.14) J (x) (2) } nl) 2m | QU [Pn (f) + enh dtl dx =0 


setzt, so fiihrt (2. 14) mit Riicksicht auf (2.5) und (2.11) zu 


b 
| W(X) Pm (x) ax 
Cn = — D s —_ 
| Q(x) [D,, (x) + Cn]? ax 
=! 


=—| [ Q) [Pals +enPadx| (m=1,2,...), 


(2. 15) 


entsprechend (2. 4). 
Mit dieser (fiir die Folgenden festgehaltenen) Bedeutung von @,, schrei- 
ben wir zur Abkiirzung 


ow) [D,,() +¢n Jat (iti), 27 655)" 


Fm (X) = Pm (X)— Om 


” 


a 


dann geht (2. 13) in 
. b 
(2. 16) | w@)gu(X) Fn (x)dx =0 


iiber, was aber jetzt fiir beliebige positiv-ganze m,n (auch bei m= n) gilt. 

Wenn man in (2.16) m fix denkt, wahrend n alle natiirlichen Zahlen 
durchlaufen laBt, so sieht man, daf alle verallgemeinerten Fourier-Koeffizienten 
-von F,,(x) inbezug auf {g,(x)} und die Belegungsfunktion w(x) verschwinden. 
Daraus folgt im Falle 1), da} 
F,, (x) =0 tel nee, es); 
flea If 


(2,17) Pin (X) = Om [ao [®n(f) +m] at (i= 192 x...) 
fF. ti..in (a, D). ; 
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Im Falle 2) folgt aber (z. B. durch die Parsevalsche Formel bzw. durch 
die Konvergenz ,im Mittel‘ der Fourierentwicklung nach {¢,(x)} von 
F(X)" ), dai 

F,, (x) = const = Kn, 
rib 1 


(2. 18) n(x) = 0m | Q[Pu(t)+en]dt+Kn (m=1,2,...) 


TaUminein0): 

(2. 17) und (2. 18) ergeben die erste Halfte der Behauptung I). 

2° (Hinreichen.) Umgekehrt, es sei die Giiltigkeit von (2. 3) f. ii. in (a, 6) 
und mit der im Satze gegebenen Bedeutung der Konstanten c,, 0,, A, ange- 
nommen. 

Dann folgt (2.8) aus der Wahl’von o (A=1,2,...), so dafS§ die oben 
ausgefiihrte partielle Integration wieder die Formel 


| Q(x) [Bn (x) ten] [P.(x) + ¢,]Jdx = 


aa | W(X) n(x) ero [Dn()+cn]dtdx (m,n=1,2,...) 


ergibt. Nun ist aber vermége (2.3) und (2.5) in beiden Fallen 


t 


on | 0) gals) | QU) [Du (f) +eu]dtdx — | w(x) 9402 lira 8) —Kuldx— 


(2. 19) : 
= —K,\w(x)pr(x)dx=0 (mn; m,n=1,2,...)) 


weil im vorletzten Gliede bei 1) der erste, bei 2) nach (2. 6) der zweite Faktor 
verschwindet. 

Beachtet man noch, dafi offenbar e,,<0 (m=1, 2,...) ist, so kann man 
aus den beiden letzten Relationen auf (2.9), d. h. auf die behauptete Orthogo- 
nalitatseigenschaft von (2.1) schliefien. 


Il) Wird c, =O (A=1,2,.. ) gewahlt, und statt Q(x) nur Q(x)|®,(x)| 
(A= 1,2,...) in [a, 6] L-integrabel angenommen, ferner der Fall 2) betrachtet, 
so fallt (2.8) weg, das mittlere Glied in (2.10) verschwindet aber wegen 
(2. 6) wieder; es folgt also, da3 alle weiteren Formeln und Feststellungen mit 
¢, ==0 stehen bleiben. 

Damit ist Satz 1 bewiesen. 


1¢ Vgl. z. B. [16],.S. 16. 
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Wir bemerken, daf alle Integrale im Satze 1 sich bequem als diejeni- 
gen von Lebesgue—Stieltjes schreiben lassen, was offenbar gewisse Verall- 
gemeinerungen erméglicht. 

Bezeichnen w*(x) und Q*(x) unbestimmte Integrale von w(x) bzw. Q(x) 
in (a, 6), so ist 


(2. 20) D;(x) = | gn(t)dw* (t) (1324 s,), 


t 


und der Teil I) unseres Satzes lautet: falls | dQ*(x) vorhanden und positiv 


ist, bildet 1, {®.(x)+ cx} dann und nur dann ein Orthogonalsystem inbezug 
auf die Verteilung dQ*(x) und (a, 6), wenn tiber einer Menge E € (a, b), welche 
fast alle Punkte x von (a, 6) enthiait, 


(2. 21) G(X) = 01 [[e.@ +cJat+ 4.(Xo) (fet oe) 


gilt, wobei 
0, == — | [te.09 + Ca]? dQ (x)| : 
(2. 22) é 


b Le 
am| | aga) | Dix)dQ (x) (A=1,2,...) 
und im Falle 1)x,—a, 9,.(a)=0 (A=1,2,...), wahrend im Falle 2) x, belie- 
big in E gewéhilt werden soll. 
Teil II) erlaubt die folgende Verscharfung: ist c, =O (A—1, 2,...) und 


strebt das Produkt ®,,(x) | ®,,(t)dQ*(t) fiir jedes feste m, n, xX, €(a, 6) fiir 


x, 


x—a+0, x ~b—0 gegen Null, so bildet {D,(x)} im Falle 2) genau dann 
ein Orthogonalsystem, wenn (2.21) fiir jedes x€ E, xX) €E mit %=0, o.= 


Silt || (dQ) (A=1,2,...) erfiillt ist.” 


2.2. Wenn die Funktionen ¢(x) (A=1,2,...), w(x), Q(x) in (a, b) 
stetig und die beiden letzten noch positiv vorausgesetzt werden,” so ist dies 
auf die angewandte Schlufweise nur in dem Sinne von Einfluf, dafi in den 


17 Die Bedingungen dieser allgemeineren Fassung II) passen nicht nur fiir die Jacobi- 
schen, sondern auch fiir die (mit unendlichem (a, 0) verkniipften) Laguerreschen bzw. 


Hermiteschen Polynome. pe 
18 Da die Stetigkeit in den Endpunkten nicht verlangt wird, sollen die Integrabilitats— 


forderungen ja fiir sich beibehalten werden. 
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obigen Gleichungen die Ausnahmemengen vom Mafe Null wegfallen; dann 
ist (2. 3) wegen der Differenzierbarkeit der unbestimmten Integrale offenbar 
aquivalent mit einer Differentialgleichung mit Randwertvorschriften. 


Man erhalt so den 


Satz 2. Es sei w(x)€L(a, 6) eine in(a, 6) positive und stetige Funktion, 
g(x) (A= 1, 2,...) eine Folge von nicht konstanten, in [a, 6) stetigen Funk- 
tionen. Wir nehmen an, dap entweder 1) {9,(x)} selbst oder 2) die Folge 
Yor P(X), Po(X),... mit einem konstanten y)==0, ein w-vollstandiges und 
w-orthonormales System inbezug auf (a, b) bildet. 


I) Es bezeichne Q(x)€L(a, 6) noch eine in (a,b) positive und stetige 
Funktion ; ¢,,C2,... seien gewisse Konstanten. Man betrachte die Folge: 1,. 
D,(x)+¢,, B(x) +02,... mit (2. 2). 

Das letztgenannte System ist dann und nur dann Q-orthogonal fiir (a, 6), 
wenn 1° g(x) und sogar Q(x)"'x(x) (A= 1, 2,...) darin stetig diffenrenzier- 
bar, 2° die Relationen . 


(2. 23) law 0) = 0,W (xX) Gr(X) (ax < 0S A= 1) Zee 
und 3° die Randbedingungen 

(2.24) (a+) = 

(2.25) Jim, Fe = ec Pee 


mit der im Satze 1 enthaltenen Bedeutung von Kk, 0x, erfiillt sind.” 


If) Ist cz =O (A=1,2,...) und wird die Integrabilitiét von Q(x)|®,(x)| 
(A= 1, 2,...) in [a, 6], statt derjenigen von Q(x) angenommen, so bildet nebst 
2) {Px(x)} genau dann ein Q-orthogonales System fiir (a, b), falls (2.23) und 
au (Q(x) 7444 (x)] = 0: (A= 12) t) velien.™ 


2.3. Was die Frage II der Einleitung betrifft, so zeigen wir den 


SATZ 3. Es sei w(x) € L(a, 6) eine in (a, 6) positive und stetige Funktion, 
r(x) € Li.(a, 6) (A= 1, 2,...) eine Folge ebenda zweimal stetig differenzierbarer 
Funktionen. Wir nehmen an, dajfs {¢(x)} ein w-vollstdndiges, w-orthogonales 
System inbezug auf (a, b) bildet. g(x) bezeichne eine in (a, b) positive, stetig 
differenzierbare Funktion mit w(x)[g(x)pi(x)|' € Li.(a,b) (A=1,2,...) und 


19 Es sei hervorgehoben, dab diese Bedingungen 1°—3° offenbar noch 9, (6—0) = K,, und 
im Falle 2) auch Jim [Q@)" Pi(xX)] =e,G, (A=1,2,...) implizieren. 


20 Fiir Beispiele s. die FuBnote 14. 
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es seien die Relationen 
(2. 26) Jim [8 C) pm (x) PiCO] = lim [¥%X) Fn (x) Gi] (m,n=1,2,...) 


(mit endlichen Grenzwerten) befriedigt.” 
Damit nun {pj(x)} ein g-orthogonales System inbezug auf (a, b) bildet, 
ist notwendig und hinreichend, dap die Relationen 


(2°27) [o(x) pi(x)] = o.w(x) q(x) (OE OF Has), 2h) 
mit 

J e@picorax 
(2. 28) = — (Aaa 12") 


| w@p.@ax 
bestehen.” | 


Bewels. Es seien unsere Forderungen erfiillt; dann gilt 
b 


(2. 29) we Pin X) n(x) dx==0 i= smn nia 152s. )e 


1° (Notwendigkeit.) Es werde angenommen, dah {g{(x)} inbezug auf 
(a, b) g-orthogonal ist, d. h. 
b 


(2. 30) le@gn@eicodx=0 (m+n; mn=1,2,....- 


Dann liefert eine Teilintegration des linksstehenden Ausdrucks wegen 
(2. 26) die Formel 


2.31) fg @)gn(xri@)dx = —]|[e)puQT gu(x)dx — (m,n=1,2,...), 


21 Die erste Annahme: w(x) ![g(x) p(x)’ EL? (a, b) gilt z. B. von selbst, wenn die 
iibrigen verlangten Eigenschaften von w(x), g(x), {y,(x)} im ganzen (abgeschlossenen) [a, b] 
bestehen. — Was (2. 26) betrifft, so kann sie in mannigfaltiger Weise erfiillt sein, z. B. 1° 
wenn jedes ,(x) nebst der Stetigkeit von g(x) p;{(x) in [a, 5] fiir x>+a +0, x+b—O gegen 
0 strebt, oder 2° durch die Beschranktheit von y,(x) und 

lim [g(x)¢,()]= lim [g(x) 9, @)]=90 (A=1,2,...), 
aa a—>b-0 
ferner 3° nebst im ganzen [a, b] stetigen g(x), y,(x), ¢7,(x) und g(a)+0 durch ¢, (a) = 
= M¢,(6), (a) = M,9;(5), MM, =g(a) ‘g(b) (M und M, Konstanten), usw. — Verlangt 
man statt der Differenzierbarkeitsbedingungen die Totalstetigkeit von p,(x) und g(x); (x) 
in (a, 6), so kann eine entsprechende Behauptung mit fast iiberall giiltiger (2.27) aus- 
gesprochen werden. 

22 Satz 3 ist bei allen betrachteten klassischen Orthogonalsystemen (einschlieSlich 

der Laguerreschen und Hermiteschen Polynome) anwendbar. 
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woraus man insbesondere fiir m—n” 
b 
(2. 32) i [Z(x) pm )V Pn (x) AX = — jg (x) pn (xy dx, 
sonst aber durch (2. 30) 


(2533) lle@y (x)|'Gn(x)dx=0 (m=—n; m,n=1,24) 


erhalt. 
Auf Grund von (2. 29) und (2. 33) gilt nun 


b 
(2.34) | Lex) gen) Gm} PAX =O (m=EN; m,n=1,2,...) 
mit jedem reellen 0,, (m==1,2,...); verlangt man diese Gleichung auch fiir 
mn, so ergibt sich infolge (2.32) eben die Wertbestimmung (2. 28) von 9,. 
Es sei diese Bedeutung von g,, in Evidenz gehalten und der Kiirze 
halber 


(2. 35) Gin (x) = [8 (X) Gm (X) 9m W(X) Pn (X) (m—1, 2,...) 


gesetzt; dann hat man also 
t 


trac) 


(2. 36) wr) Pn 


(x)w(x)dx =0 (in, zs 122 ee 


Wie man sieht, handelt es sich um die Fourier-Koeffizienten beziiglich 
{g.(x)} und der Belegung w(x) der Funktion G,,,(x)/w(x), welche fiir jedes 
feste m wegen g(x) € Li(a, 6) und w(x) ‘[g(x)en(x)] € Li.(a, 6) gewiB der 
Klasse Li.(a, 6) angehort. Da, der Voraussetzung nach, das genannte System 
w-vollstandig ist, hat (2.36) die Relation 


Gn (x) =0 (Qo X05 == lee 
also, in der Tat, 


(2. 37) 2(X) Pin (X)] = On W(X) Pn (X) (0 <2 De ian teres 
zur Folge. 
2° (Hinreichen.) Gehe man, umgekehrt, von der Hypothese aus, daf 
(2.27) mit (2. 28) besteht. 
Dann kommen wir, durch Anwendung von (2. 27) und (2.33), welche 
letzte wegen (2. 26) ihre Giiltigkeit behalt, zur Relation | 
b b 
| &(X) Pn (X) Pn (x) AX = —Om | W(X) Pn (X) n(x) AX; 


daraus geht aber nach (2. 29) sofort die fragliche Orthogonalitatseigenschaft 
von {i(x)} hervor. 
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§ 3. Gewohnliche S/-Systeme 


3.1. Im AnschluB zu den Sitzen 2 und 3 ist es zweckmabig eine 
Benennung einzufiihren. 


DEFINITION. Es seien g(x) und w(x) in a<x<b_ positive, stetig diffe- 
renzierbare Funktionen, q(x) € Li, (a, b) (A= 1, 2,...) sei eine Folge mit nicht- 
konstanten, linear unabhangigen, ebenda mit ApaeE zweiten Ableitungen 
versehenen Elementen ;* ferner seien 0,==0 (A~1,2,. ..) verschiedene reelle 
Zahlen. 

Man sagt, die Folge {@.(x)} sei vom gewohnlichen Sturm—Liouvilleschen 
(kurz SL-) Typus (oder ein gewéhnliches SL-System) fiir (a,b) mit den Eigen- 
werten {0,} zu den Gewichtsfunktionen (g(x), w(x)), wenn 1) die Relationen 
(3. 1) [gpl =ew(x)p(x) (a<x<b; 4A=1,2,..,) 
bestehen, 2) die Funktionen Ri(x)= g(x)gi(x) (A=1, 2,...) in den Punkten 


a und b von rechts bzw. links stetig,“ 3) die Grenzwerte von qmn(x)R,(x) 
(m,n=1,2,...) fiir x —->a-+0, x b—0 vorhanden und die Randbedingungen 


(3.2) — Jim Lem) Ro] = lim [Pm)Ri(X)] (n= 1, 2,...) 


erfiillt sind. 

Es ist nun miihelos einzusehen, daB die eben definierten Funktionen- 
folgen eine solche Klasse orthogonaler Systeme bilden, welche fast alle klas- 
sischen Systeme umfast und andererseits, daf’ man von ihnen durch Diffe- 
rentiation und Integration wieder Orthogonalsysteme erhalt. Es gilt namlich 
der folgende (zugleich die Ubersicht der bisherigen Ergebnisse erleichternde) 


Satz 4. Es sei g(x) A=1,2,...) eine Folge vom gewéhnlichen 
SL-Typus fiir (a,b) mit den Eigenwerten {0,} zu den Gewichtsfunktionen 
(2(x), w(X)). 


Dann gelten die Behauptungen: 
I) {gx(x)}, {gi(x)} und zugleich { P(x)+o.} mit 


(3.3) D)—f wpa o=LR@ G12.) 


23 g(x) und w(x) mégen also in den Endpunkten x —a, x—=b zufallig verschwin- 


den; sie kénnen, ebenso wie ,(x) (21,2, ...), dabei auch unendlich werden. 
24 Wird die (zu starke) Forderung pester daB die Stetigkeit von g(x) und (x) 
(A=1,2,...) im ganzen [a, 5] gilt, so ist 2) natiirlich tiberflissig. 


2% Gehort w(é)¢,,(¢) nicht zur Klasse L(a, 6), so soll |w()¢,@ plan | w(t) p, (t)at 
a eatin: 


(a<A<x <b) verstanden werden. 
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bilden je ein Orthogonalsystem fiir (a,b) und zwar, der Reihe nach, zu Wen 
Belegungsfunktionen w(x), g(x) und Q(x) = Dit 

Wenn Q(x) €L(a, b) und (x) im ganzen [a, b] sietig mit ¢.(a) = g.(b) 
(A=1,2,...) ist, so kann {®,(x)+e.}, wenn aber nebst w(x) €L(a, 6) 
R,(a) = Ri(b) (A= 1, 2,...) besteht, so mag {y(x)} durch 1 erweitert werden. 


Il) Es ist 


(3. 4) = — i pi (x) ax| 


oder 


b -1 
| w@)ga(x? ax| A=1,2,<..)" 


b b -1 
(o00) 4=— [ W(X) G(x) ax [ Q(x) (il) +o} da Q=1,2720)5 
a U : 
Man hat ferner, falls jedes (x) in [a, 6] stetig und | Q(x)dx vorhan- 


den ist, 
b 


(3.6) cy | | 2@) dx 


a b 


kD = | 2@) P,(x) ty (A4=1,2,...). 


A 


Il) Sind die Funktionen (x) (A= 1,2,...) auch in [a, 6] stetig, so 
sind die Folgen {®(x)+c,} und ({Rx(x)} gleichfalls vom gewoéhnlichen 
SL-Typus ftir (a, b) mit den Eigenwerten {o,', und zwar zu den Gewichts- 
funktionen (w(x) *, g(x)’ = Q(x)). 

BEwEIs. Wir nehmen an, dafi unsere Bedingungen erfiillt sind; es sei 
O <A ole 0: 

Wenn man in (3.1) 4m, 4 n setzt und die entstehenden Gleichun- 
gen mit »,(x) bzw. @,(x) multipliziert, so folgt durch Substraktion 


(S.T) FE O)[Pin ) Pu) Pm (2) Pr XD} = Om — On) W(X) Gn (X) Pn (X) 5 
integriert man noch von A bis B, so ergibt sich die Relation 


n 


B 
(3. 8) (Om = On) | w(x) Pm (x) Py (x) ax = Pn (x) Rn» (x)— Pm 
A 
(71, USS LB ee 


Die rechte Seite strebt laut (3.2) fiir A+a+0, B—+b—O gegen Null; 
somit hat auch das linksstehende Integral einen Limes und wegen 0, =+ 0, 


** Wie aus (3.4) und (3.5) hervorgeht, miissen Zahler und Nenner positiv, d. h. 
¢, <0 (21, 2,...) sein. — Bei konkreten Folgen {y,(x)} kénnen somit die Eigenwerte 
sofort berechnet und z. B. ihr asymptotisches Verhalten untersucht werden. Umgekehrt: sucht 
man y= (x) (A= 1, 2,...) als Eigenfunktionen des durch [g(x)y’]’ = const. y (a<x <b) 
und Randbedingungen vom (3.2)-Typ angegebenen Randwertproblems, so ist das einschli- 
gige Variationsprinzip eben auf (3.4) oder (3.5) gegriindet. (Vgl. z. B. [24]; [19], S. 214 ff.) 
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(m==n) kann man auf 


(3. 9) [@opnon(xdx—0 (men; mn—1,2,...) 


schliefen. 
Andererseits gibt eine partielle Integration und die Benutzung von (3. 1) 
ra # 
(3.10) | g(x)pin(x) pix) dx = R(x) gn(x) [4 Om | W(X) Gm) u(x) dx 
‘ (Ne 152... 23), ; 
woher durch (3. 2) und (3.9) bei A~a+0, B>4—0 


b 


(3.11) fe@gn@oixdx=0 (m+n; mn=1,2,..) 


folgt. 
Endlich besteht, wie (3.1) und (3. 3) zeigt, 


on U2) 0,[Di(x) +c] Fe Hat es | w(t)gn(t) at+ Ri(A) = R,(x) 
A—>a+0 ral 
(a ere Ae 152...) 

so dafi man durch (3.11) und (3.12) zu 


b b 


va 


1 : , , 
8.13) | QG)[Pu(%) + en] [PaG) +e] x= | w(x) a(x) 4 0) dx = 0 
: ia ah, i= 1% 2,271) 
gelangt. — (3. 9), (3. 11), (3. 13) enthalten eben die fraglichen Orthogonalitats- 
eigenschaften von {ga(x)}, {pi(x)} bzw. {D,(x)+c}. 
(3.12) impliziert auch die Gleichungen 


(3. 14) on. | w(t)ga(t) dt = Rx(B)—R,(A) 
; (Cs 


(3. 15) on | Q@)LPs(t) + es] dt = p(B) — gs) 


Wenn nun R,(a) = R,(b) oder ya(a) = yi(b) (A= 1, 2,...) gilt, so strebt 
die erste bzw. zweite Differenz rechter Hand fiir A ~a-+0, B=0--0 gegen 
Null, d. h. das entsprechende Integral iiber (@,6) mu verschwinden; dies 
bedeutet aber nichts anderes, als dafi das Element 1 nebst w(x) cid, b) 
bzw. Q(x) € L(a, 6) dem Orthogonalsysteme {g,(x)} bzw. {®x.(x)+c,} ange- 
hort. 


11 Acta Mathematica VI/!—2 
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II) Aus (3.10) entspringt bei m—n—A nach einem Grenziibergange 
durch (3. 2) 


b b 
(3. 16) of wxgpr(xPdx——|gQeiGaydx  G=1,2,..) 


was sofort (3.4) liefert.” =. 
Um (3.5) zu bekommen, konstatieren wir vor allem auf Grund von 
(3. 12) die Gleichheit 
\ je BD r=B 


(3. 17) [D, (x) ae ca] ; Jen | LPM) +o] dt+ w(A)| Hea - p(x) Ri(x) ee 


(A= lea 
Somit gelangt man aber durch Anwendung einer Teilintegration und 
des Grenziibergangs A—a-+0, B—6—O zur Formel 
b b 
(3.18) | wx)prrdx=—en | Q@IP()+oPdx  G=1,2,..,, 
woher der fragliche zweite Ausdruck fiir @, ablesbar ist. 
SchlieBlich findet man, von der schon benutzten Relation (vgl. (3. 15)) 


t 


3.19) QUID) Fal dt = 9.()—gala) 


ausgehend, unmittelbar die Wertbestimmung (3. 6) fiir © (A= 1, 2,...), wofern 
nur die dort angegebenen Voraussetzungen gemacht werden. 
IIT) Seien g(x) (A=1, 2,...) in [a, 6] stetig angenommen ; die Integrale 


| Q@R@Pax= 0 | QP.) + oP ax 


b 
sind gleich | Copia dx (A=1,2,...), existieren also laut (3.16) nach | 


Hypothese. 
In diesem Falle ergeben (3.1) und (3.2) durch eine einfache Rechnung, 


dafi auch die Folgen {R,(x)} und {®,(x)+-c,} die verlangten Eigenschaften 
1)—3) gewohnlicher SL-Systeme besitzen, w. z. b. w. 


3.2. Der Teil III) des eben bewiesenen Satzes legt die Frage nahe: 
wann hat ein gewohnliches SL-System eine Ableitungsfolge bzw. hihere 
Deriviertenfolge derselben Art?” 


*7 Das linksstehende Integral existiert nach Hypothese! 
** Wie man wei8, liefern {sin 2x}, {cos2x}, ferner die Jacobischen, Hermiteschen, 
Laguerreschen Polynome je Beispiele solcher SL-Systeme. 
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In dieser Richtung stiitzt man sich vor allem auf die folgende Bemer- 
kung, welche sich durch einfache Umformungen verifizieren laBt: 


LEMMA 1. Geniigt eine in (a,b) dreimal stetig differenzierbare Funktion 
Y=(x) nebst ebenda einmal bzw. zweimal stetig differenzierbarer, positiver 
w(x) und g(x) der Gleichung (3.1), so ist y= k(x) eine Lésung der Sturm— 
Liouvilleschen Differentialgleichung 


(3. 20) Poy y|- | o—| g(x) | 


w(x) w(x) 


&(x)y CERAM DY. 


(3. 20) setzt einerseits in Evidenz die g-Orthogonalitét von {@i(x)}, falls 
 {9x(x)} eine gewohnliche SL-Folge zu (g(x), w(x)) bildet (vgl. Satz 4, 1)), 
andererseits aber zeigt sie, dali eine besondere Wahl der sukzessiven 
Gewichtsfunktionen, namlich der Fall, wo diese (wie w(x), 2(x), g(x)2w(x) ') 
eine geometrische Progression bilden, bei SL-Systemen ausgezeichnet ist. 

In der Tat, gilt 


SATZ 5. Es sei {qa(x)} vom gewohnlichen SL-Typus fiir (a,b) mit den 
Eigenwerten {0,} zu den Gewichtsfunktionen (g(x), w(x)); @x(x) (K=1, 2,...) 
seien in (a, b) positive, zweimal stetig differenzierbare Funktionen derart, dap 
w(x), 2:(X), 2o(x),... eine geometrische Progression bildet. Wir nehmen an, 
dap die zur Anwendung kommenden Ableitungen von (x) (A=1,2,...) in 
(a, 6) vorhanden und stetig sind, und ferner, dap die Folgen {g’(x)}, fiir 
jedes in Betracht kommende k, keine Konstante enthalten. 

1) Dann hat man daftir, damit auch {@(x)} eine gewohnliche SL-Folge 
fiir (a, b) zu (g(x), £:(x)) bildet, folgende notwendige und hinreichende Bedin- 
gungen: 

1) Es sei gi(x)w(x)' = Px+Q (a<x<b) mit konstanten P und Q; 
2) die Funktionen g.(x)gx(x) (A=1, 2,...) seien fiir x+a+0, x+b—0 
stetig; 3) das Produkt (Px + Q)g,(x) g(x)’ habe denselben Limes 7, (A=1, 2,.-.) 
fiir x—>a+0, x +b—O0; bei jedem 4, woftir m,==0 ist, bestize lim $8 (Xx): 
-lim sg g(x). denselben Wert.” 
a—->b-0 


Unter diesen Voraussetzungen ist die zu {i(x)} gehdrige Eigenwertfolge 
40,—P}. 

Il) Man wahle v = 2. Die Systeme {yi(x)}, (PXQ)} -- 5 {px (x)} sind 
dann und nur dann gleichzeitig vom gewéhnlichen SL-Typus und zwar, der 
Reihe nach, zu den Gewichtsfunktionen (£o(X), £:(X)), (83(X), $2(X)), «+ +) (Sri), 
g,(x)), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind: 


29 Dies bedeutet offenbar, daB jedes p{(x) (fiir die betreffenden 4) in der Nahe 
-vyon a und 6b das gleiche Vorzeichen hat. 


’ 


ali 
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1) gi(xyw(xyt=PX+Q, gixw(xy!=px+qx+r (@<x<b) mit 
konstanten P, Q,p,q,; 2) g Hol fa) g(x) ist in den Punkten a und b 
von rechts bzw. links stetig (k=1,2,...,7; A=1, 2,...); 3) der Ausdruck 


iQ)" ES a | £1 (x) \|9 W(x 

BF) [oe t4— ney) [PO 

strebt gegen denselben (endlichen) Grenzwert px (K=1,2,...,”; 4=1, Bee) 
fiir x + a+0, x-+ b—0; 4) bei jedem fixen k und sdmtlichen 2 mit =O ist 
das Produkt lim sg )(x)- tim (88 g(x) konstant (k=1, 2,..., 7). 


a—>a+0 


Unter diesen Annahmens is die mit dem seta {g\(x)} verkniipfte Eigen- 
wertfolge {0,—kP—k(k—1)p} (kK=1,2,..., 7). 

KOROLLARIEN. (*) Die Anwendung des Satzes 4 ergibt u. a.: nebem 
{q,(x)} und {gi(x)} ist auch {q%/(x)} orthogonal fiir (a, 6) (zur Belegung g2(x)), 
falls die Bedingungen II) 1)—4) erfiillt sind, ferner bilden ja auch die hé- 
heren Ableitungen bis zu g(x) (A—1, 2,...) Orthogonalsysteme fiir (a, 0) 
(zu den Belegungen gi.(x); k= 2, 3,...,), wenn die Forderungen III) 1)—4)) 
befriedigt sind. 

(**) Folgende Bedingungen sind offenbar hinreichend, weil sie die Erfiil- 
lung der entsprechenden oben erwahnten Bedingungen nach sich ziehen: 1) 9,(x) 
sei eine Konstante und 2) gj’ (x)w(x)! (A= 1, 2,...) fiir x +a+0,x—b—0 
stetig; oder samt II) 1) und 2) noch drittens: lim [.g,(x)gi(x)] und 
lim [x.g,(x)@4(x)] fiir x + a +0, x + 6—0O verschwinde (beide statt I]) 1)—4); 
neben III) 1) und 2) noch drittens: x"g,(x)g\(x) habe den Grenzwert Null 
fiir x +a+0, x b—O bei allen Werten m=O, 1,...,2v—1; K=1,2,...,¥ 
(statt Il) 1)—4)). ; 

(***) Man erkennt leicht, dai die Bedingung III) 1) folgendes impli- 
ziert: g,(x) soll eine Konstante oder ein Ausdruck der Form 


Px+Q 

ex | 3 dx 

P| px+qx+r 

sein, d. h. sich jedenfalls mit Hilfe von rationalen Funktionen, Logarithmus 


bzw. Arcustangens und Exponentialfunktion aufbauen lassen, wahrend ande- 
rerteils die Darstellung w(x) =(px*+qx-+-r)1g,(x) gelten muh. 


Bewels. Es seien die iiber die SL-Folge™ {g,(x)}, ferner tiber {o,}, 
£:(x), w(x) gemachten Forderungen in Evidenz gehalten. 

I) 1° (Hinreichen.) Wir nehmen an, daf auch die Bedingungen I) 1)—4) 
befriedigt sind und haben zu zeigen, dah {i(x)} die Eigenschaften einer 


© Wir benutzen diese Bezeichnung, der Kiirze halber, statt Folge vom gewohn- 
lichen SL-Typus*. 
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SL-Folge fiir (a, 6) zu (g,(x), 2,(x)) besitzt. (Vgl. die oben angegebene Defi- 
nition.) 
Vor allem bestatigt man, daB (3. 16) nach Hypothese besteht, womit die 
b 
Existenz der Integrale | e@gi(ayiax (A=1,2,...) gesichert ist. 
Wegen I) 1) ergibt nun (3. 20) 
(3.21) [2(x) 9x (x) = (@.— P) 21(x) g(x), 


entsprechend (3. 1);* andererteils hat man die Identitat fiir jedes m,n 


(3.22) galx)pn(x) gh) = re Pil) Lei) PO! — Bi) 9 @)}, 
welche durch (3.1) und die Bedingung 1) 1) in 
(3.23) 0(X) Pin(X) Pn (X) = On Bi (X) Pn(X) Pn (X) — Bi (X) (PX + Q) Pin (X) Pr (X) 


transformiert werden kann. Das erste Glied rechter Hand hat nach (3. 2) tiber- 
einstimmende (endliche) Grenzwerte fiir x ~a-+0O und x-+6—O; dasselbe 
gilt beziiglich des zweiten Gliedes. Denn zundachst ist auf Grund von I) 3) 
{angewendet mit 4—m,2—n) 


lim [gi(x)(Px + Q)' gn (x) pn(x)'] = 
x—>atl 
om uy [g: (x)"(Px 2 QY Pm (x) pi.(x)'] amar Vm Nn ) 


(3. 24) 


also jedenfalls 
Tim |) (Px+ Q) pm) PCD) | = 


(3. 25) = lim | 21x) (Px + Q) pn (x) pr(X)| = VrIm Mn 


Ist 2m 7jn =O, so kommt man unmittelbar zu 
(3.26) lim [g.(x) (Px+ Q)gm(x) pn(x)] = lim [8i0) (PX+ Q) pm (2) Pn CD]. 
a—>a+0 a >b-0 
Widrigenfalls (d. h. bei m1, >0) kann weder sg p(x), noch sg 9n(X) 
in den Endpunkten a und 6 den Grenzwert Null haben, so daf} aus I) 4) 
lim sg @in(X) lim sg @,(x) 
0 a+at0 


aa 


lim sg @m(X) lim sg pn (x) 
a—»>b-0 z>b-0 


(3. 27) 


folgt und sogar, da wegen I) 3) 
(3. 28) lim sg (Px+ Q)= lim sg (Px + Q) 
a—>a+0 a—>b- 


31 Dies zeigt zugleich, die zu {pi (x)} gehorige Eigenwertfolge sei {¢,—P}, wie be- 
hauptet. 
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besteht, auch 
lim: sg (21(x) (Px + Q)@n(X) pn(X)) = 


(3. 29) = lim sg (gi(x) (Px + Q) pn (X) Pn (X)). 


Aus (3.29) und (3.25) folgt wieder (3. 26). 
Somit gelangt man endlich durch (3.23) zu 
(3.30) kim. [gu(opa(x) 9%e(3)] = him [ g(x) 1in() ¢e OD] 
a—>a+O a—>b-( 
(x < O57: Rae dese) 
Unter Hinzunahme der Bedingung I) 2) sieht man also, dali samtliche 
fragliche Eigenschaften von {pi(x)} bestehen. 


2° (Notwendigkeit.) Sei {pi(x)} als ein System vom gewohnlichen SL- 
Typus fiir (a,b) zu (g2(x), ,(x)) angenommen. 

Dann muf fiir jedes 4 eine Relation der Form 
(3.01) [ 20(x) px (x) |’ = Crgs(x) g(x) (a<x<b; G.==const) 
ferner (3.30), sowie die einseitige Stetigkeit der Funktionen g,(x) g(x) 
Aaa 127 5-2) hin esundsoegelten: 

Das letzte ist eben die Bedingung 1) 2); der Vergleich von (3.20) und © 
(3.31) ergibt die Forderung : |e =const., d. h. I) 1). Um noch I) 3) 
und 4) zu erhalten, fassen wir die aus (3.22) und (3.1) flieSende Formel: 
G(X) 


(3.32) —— S2(X) Pm (X) pn (X) = On G1 (X) Pn (X) Pn (X) — 81 (X) (x) 


$n (X) Pr (X) 
(A= x2 Ose ee 
ins Auge. Daraus folgt fir m—=n—dA (A=1,2,...) 


8.33) gi) BE gio = engila yal yile) BAA) g(a) 10, 


wobei (nach Hypothese) sowohl das zweite, als das dritte Glied fiir x +a+0, 
x—»+ b—O tibereinstimmende (endliche) Grenzwerte hat. Somit kann man unter — 
Beachtung von I) 1) auf 1) 3) schlieven. 


Gleichfalls impliziert aber (3.32) die Gleichungen 

lim [81 (x) (Px + Q)epm(x) gpn(x)] = 
(3. 34) see ; ; : 
= lim [gi)(Px+ Qh) PC] = Sm (m,2=1,2,...). 


Sind nun m und n zwei beliebige natiirliche Zahlen mit 7,, +- 0, Twos OF 
so hat man durch (3.24) Sn.=- 0 und wegen (3.34) 


sim Sg (21(x) (Px + Q) pn (x) pn (x)) = 


(3. 35) = lim sg (gi(x) (PX + Q)yn(x) pi()) + 05 
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da dies fiir m—n zeigt, dafB 
Jim sg (g(x) (Px+ Q)) = lim sg (gi) (Px+ Q) 


sein soll, erhalten wir 


lim sg i, (x) lim sg i.(x) 
a“—>a+0 ae xr—>b-0O 
lim sg @;,.(x) lim sg g(x) 
aw>b-0O w—>a+O0 


oder 


a—>a-+0 


(3. 36) lim sg gn(x)- lim sg (x)= lim sg gn(x)- lim sg gi,(x). 
a>b-O y>a+0 w—>b-0 


(3. 36) besagt dasselbe, als I) 4). 


Il) Die Untersuchung des zweiten Teils begriinden wir zweckmafig auf 
den folgenden kleinen Hilfssatz : 

Es sei k positiv-ganz und {g*-)(x)} eine Folge vom gewohnlichen 
SL-Typus fiir (a, 6) zu (g(x), 2i-1(x)). In diesem Falle bildet {gi(x)} dann 
und nur dann eine SL-Folge fiir (a, 6) zu (2%.41(x), @(x)), wenn gi(x)w(x) t+ 
+(k—1)[2,(x) w(x)"!]' ein Polynom héchstens ersten Grades ist und die 
Bedingungen I!) 2)—4) fiir das betreffende k bestehen. 

In der Tat, wendet man den soeben bewiesenen Teil I) auf das System 
{p&)(x)} an, wobei g(x), Zx-1(x) statt der dortigen g,(x) bzw. w(x) geschrie- 
ben werden sollen, so ergibt sich unmittelbar die Notwendigkeit und Hin- 
langlichkeit der genannten vier Bedingungen. 

Nun ist der Fall »=2 der Behauptung IJ) leicht zu erledigen. 


1° Sei angenommen, daf II) 1)—4) fiir k—1, k—2 erfiillt sind. Aus 
IT) 1) und If) 2)—4) mit K—1 kénnen wir gemafi des Teils [) schliefen, 
{4 (x)} sei eine SL-Folge fiir (a, b) zu (g,(x), g,(x)); dies und die Bedin- 
gungen II) 1), If) 2)—4) mit k—2 imvolvieren aber nach dem Hilfssatze, 
daB auch {qgj/(x)} ein gewohnliches SL-System fiir (a,b) zu (g3(x), 22(X)) 
bildet. 

2° Setzen wir voraus, {y,(x)} und {q@;’(x)} seien vom gewodhnlichen 
SL-Typus fiir (a,b) zu (g2(x), :(x)) bzw. (g3(x), 22(x)). Dann ergibt der 
Teil I) die Giiltigkeit der Bedingungen I) 1)—4), welche durch den Hilfssatz 
zu II) 2)—4) mit kK=1, k= 2, ferner zu 

Ele) Say. £:(x) Boe 

wo) = linear, eee Ge. inear 
erweitert werden konnen. Die beiden letzten liefern II) 1). 

Ist »>2, so fiihrt eine Induktion nebst Benutzung des Hilfssatzes ein- 


fach zum Ziele. 
Endlich ist es nicht schwer, unsere Behauptung iiber die Eigenwerte zu 


verifizieren. 


(3. 37) 
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Es sei {g'-)(x)} eine SL-Folge fiir (a, 6) zu 2 i(X), Qe-1(X)) und 
{p(x)} auch eine solche zu (gi+1(x), gi(x)) (K=1,2,. .,v); dann sieht 
man durch Anwendung des Teils II) sofort ein, dai die zu {g(x)} gehdrige 
Eigenwertfolge nur {e,—kP—k(k—1)p} sein kann. y=={(x) geniigt also 
der Differentialgleichung 


(3.38) [g,,(x) 9 CY = le, —kKP— kk lg, (x) 9) (K=1, 2...) 


§ 4. Anwendungen: Charakterisierung der ,,klassischen“ 
Orthogonalsysteme 


4.1. Unsere bisherigen Satze zeigen, dafi ein Orthogonalsystem {@,(x)} 
stetiger Funktionen, welches die betreffenden Eigenschaften besitzt, nur aus 
solchen Elementen bestehen kann, die einer Sturm—Liouvilleschen Differen- 
tialgleichung geniigen; andererteils, wie erwahnt, haben jedenfalls die klas- 
sischen orthogonalen Systeme einer oder andere jener (mit Orthogonalitat, 
Differentiation tnd Integration verkniipften) Eigenschaften. 

Dies erméglicht uns offenbar, eine Klasse von Sturm—Liouvilleschen 
Eigenfunktionen, insbesondere das trigonometrische System und die klassi- 
schen orthogonalen Polynome in einfacher Weise zu charakterisieren. 


SATZ 6. Es seien g(x), w(x) in einem endlichen Intervalle (a,b) stetig 
differenzierbare und positive Funktionen mit g(x)! €L(a, 6), w(x)€L(a, d), 
fiir welche eines der beiden Randwertprobleme: ,gesucht die in [a, b| beschréankten 
Integrale y= y(x) von 


(4. 1) [g(x y J =ow(x)y (a<x<b; @ ein reelles Parameter) 


mit hierin stetiger g(x)y und mit (l) y(a+0)—y(b—0)=—0 oder (Il) 
lim [ey I= lim [g@)y'@)] = = 0* nicht-triviale Lésungen besitzt. Wir 


re aH) 


bezeichnen die von Null verschiedenen (einfachen) Eigenwerte des betreffenden 
Problems mit (0 >)0,>0.>-++ und die entsprechenden w-normierten Eigen- 
funktionen, der Reihe nach, mit p(x), p2(X),...; das letzte System sei bei (1) 


- b 1 
selbst, bei (Il) samt yy) = | woaas| “(= 0) far (a, b) w-abgeschlossen. Man 


schreibt noch P(x) = lw p(Ddt A=, 2... 3). 


Dann lapt sich \g(x)} bis auf Vorzeichen und Reihenfolge folgender- 
majsen charakterisieren; im Falle der Randbedingung (\) durch 


1)* {p,(x)} bildet auf (a,b) ein w-vollstindiges, w-orthonormaies System 
von nicht-konstanten, stetigen Funktionen ; 


% Das Verschwinden der Gewichtsfunktionen g(x), w(x) in a und 6 ist also erlaubt. 
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2)" das System 1, {P,(x)+¢,} ist &(x)'-orthogonal inbezug auf (a, b), 
wobei ¢, (A= 1, 2,...) geeignet gewdhlte Konstanten bedeuten ; 

im Falle von (\l) aber durch 

Iy** g(x) (A= 1, 2,...) sind in (a, b) stetig; 7, {qx(x)} bildet hier ein 
w-vollstdndiges, w-orthonormales System ; 


2)** {Dj(x)} ist g(x) '-orthogonal inbezug auf (a, b). 

Bewels. 1° Wir nehmen an, dafi alle Bedingungen des Satzes erfiillt 
sind. 

Dann ist {¢(x)} ein gewdhnliches SL-System, verkniipft mit der Eigen- 
wertfolge {o,} und den Belegungsfunktionen (g(x), w(x)), so daB Satz 4 ange- 
wendet werden kann. Unter Beachtung der Annahmen beziiglich der Nor- 
miertheit und Abgeschlossenheit von {g(x)} bzw. yo, {g(x)}, erhalt man 


genau die Behauptungen 1)*, 2)* (mit co lim [g(x)@.(x)]) oder 1**, 
rX x—>at+0 
2)**, je nach dem Falle (I) bzw. (Il). 
2° Es sei {g,(x)} ein Funktionensystem mit den Eigenschaften 1)* und 2)*. 
Nun wendet man Satz 2, Teil 1) mit Q(x)=—g(x)! an und erhalt, dag 


1. ga(x) und zugleich g(x)q@i(x) eine stetige Ableitung fiira<x< b,A4=1,2,... 
hat; 2. die Relationen 


(4. 2) [SPC]! —ewapx)  — (@<x<b;4=1,2,...) 

und 3. die Randbedingungen 

(4. 3) Pra +0) = Gr(6—0) = 9, him [epi] = eres 

mit eo 

69 0——lfctalaeo+afee | a Lf a fly ere 
; nt oe ae ; 


befriedigt sind. 

Daher schlieSt man aber wegen der w-Vollstandigkeit von {@(x)} 
unmittelbar, daB {0,} mit dem Spektrum {o,} zusammenfallt, und weiter, dali 
{@.(x)}, abgesehen von Vorzeichen und Reihenfolge, mit dem Systeme 
{om (x)} identisch sein mub. 

3° Falls {g,(x)} die Eigenschaften 1)", 2)** besitzt, so folgt aus Satz 2, 
Teil II) ahnlicherweise, daf {|g.(x)|} nach einer geeigneten Umordnung in 
{\q@(x)|} tibergeht, w. z. b. w. 


4.2. Satz 6 liefert z. B. eine Charakterisierung der trigonometrischen 


|/2 sin Ax 2 cos Ax} (a=0, b=, g(x) = w(x)= 1), 
It It 


ferner des normierten Systems der Jacobischen Polynome (a——1, b—I, ribs a= 


und a 
Systeme ee 
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= (1—x)"(1 + x)", w(x) = (1—x)*(1+- x), —1< @ <0, —1< <0). Das 
erste ist ein Beispiel fiir den Fall (4. 1) (1), das zweite und dritte entsprechen 
aber dem Falle (4. 1) (Il). 

Insbesondere ergibt sich: fiir die Tschebyscheffschen Polynome erster 
Art T,(x)—= cos (Aare cos x) (A=0, 1, 2,...) sind, abgesehen von konstanten 
Faktoren, folgende Eigenschaften charakteristisch: 1) T(x) (40, 1, 2,...) 


1 


-vollstdndiges, ech 2 


vie 


sind in (—1, 1) stetig und bilden hier ein (l x2) 2 
orthogonales System; 2) Ti (x)= | (1—a") 27) (a) du (AI, 2, «.:) ist (1—x? 2 = 


orthogonal inbezug auf (—1, ie 

Es sei noch, allgemeiner, der Fall in [a,b] stetiger und positiver g(x) 
und w(x) hervorgehoben; dann bietet Satz 6, wie man sofort einsieht, eine 
Charakterisierung jedes Systems von Sturm—Liouvilleschen Eigenfunktionen 
verkniipft mit 


[g@yT=ow@y W=yX); a=x=b) 

und den Randbedingungen y(a)=y(b)=0 oder y'(a) =y'(b)=0 

4.3. Die Funktionenfolge 
(4. 5) 1, COS Xe Sill_¥ COS 20,61 ee 
hat die Eigenschaft, dafi nicht nur sie selbst, sondern auch ihre erste und 
hohere Deriviertensysteme inbezug auf ein beliebiges Intervall von Lange 2c 
(zur Belegung 1) orthogonal sind; ein jedes dieser Systeme wird vollstdndig, 
wenn man 1 als Element hinzufiigt. Wir wollen zeigen, dafi diese Festsetzun- 
gen schon fiir (4.5) charakteristisch sind, ja sogar. 


SATZ 7. Es seien p(x) (A=1, 2,...) in einem endlichen Intervalle [a, b} 
zweimal stetig differenzierbare Funktionen ==0, welche hier ein vollstdndiges 
Orthogonalsystem bilden und den Anfangsbedingungen 4p,(a)q¢i(a) =0 
(A=1,2,...) geniigen; es sei auch 1, {qi(x)}, gleichwie 1, {x (x)} orthogo- 
nal inbezug auf [a, b].° 

Dann stimmt {@(x)} bis auf Reihenfolge und triviale lineare Transfor- 
mationen mit (4.5) tiberein. 


BeweEls. Unsere Annahmen implizieren 


b 
| | pi. (x) dx = 0, g(a) = 9(b) 


(4. 6) (A=1),2,...) 


} b 
|. Gi(x)dx=0, h(a) = GX(b) 
a ¥ 
33 Statt der Orthogonalitat -von 1, {pi(x)} und 1, {qr (x)} mag nur diejenige von 
{ pr(x)} nebst den Randbedingungen a(a)—= ya(b), pr(a) = pa(b) (A~1,2,...) verlangt 


werden. — In diesem Satze ist die Orthogonalitat offenbar in engerem Sinne, d. h. mit der 
Belegung 1, zu verstehen. 
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und erlauben die Anwendung des Satzes 3 mit g(x) —= w(x)=1. Man sieht, 
da die Bedingungen (2.26) wegen (4.6) erfiillt sind; somit ergibt die 
Orthogonalitat von {9a(x)}, {¢i(x)} inbezug auf [a, b] und die Vollstandig- 
keit des ersten Systems 


(4. 7) Pr (X) = 0r92(X) (Cig kid oe Oa 2 PA | 
mit 
roa Anita ; 

(4. 8) > —| | pi (xy ax| | Gr (x)? ax Ce 1) 2 ee); 

Durch die Transformation 

250 b—a 
4.9 = c— (= aie 
(4. 9) t mana a) x=a+ ae i 
; b—a, 
ergibt es sich also: y= gy {a+ —_ | (A= 1, 2,...) geniigen der Differen- 
tialgleichung 
(4. 10) Bes, ee (0<t<2n) 
dt* ore al We oot 

nebst den Bedingungen 
(4. 11) yO) =y22), yO)=y 22). 

Das Randwertproblem y= ey mit (4. 11) hat aber bekanntlich die Eigen- 
werte 0=— rn? (n=O, 1,2,...), so dab 

ban i 27% \', 

(4. 12) o| ae J=—- o=——(2] n 
fiir jede 2=—1,2,... mit einem geeigneten ganzen n gelten muf; jedem 


Eigenwerte gehéren zwei linear unabhangige, bis auf konstante Faktoren 
bestimmte Eigenfunktionen: cos nt, sin nt an.* 

Wegen der Vollstandigkeit von {q,(x)} inbezug auf [a,b] und auf 
Grund der Bedingungen y,(a)gi(a)=O0 (A—1,2,...) muh die Folge 


bn et von konstanten Faktoren abgesehen, mitdem Systeme 1, 


Cost, sint, cos2¢, sin2¢4,... in OSf=22 iibereinstimmen; d. h. ist 
| 2, EEG 
@,(x)=C,, g(x) = CG cos [22 (x—a)], @3(x) = C, sin r= (—a)], 
Ast é 4st 
p(x) = C, cos (4 (—a)} 95 (x) = C; sin pe (x—a)}, ee 


fiir a =x =, falls die Indices und die Konstanten C passend gewahlt sind. 
Hiermit ist Satz 7 bewiesen. 


#4 Vel. z. B. [9]. 
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4.4. Betreffs der klassischen orthogonalen Polynomsysteme seien die fol- 

genden Tatsachen hervorgehoben :” 1) Die Jacobischen Polynome JO?) = 

(— 1*) ~a -B d’ a B+A = k pian |e 

ener es (1 | x) ax? el x) (1 +x) («> Lee . 

2=0,1,2,...), die (verallgemeinerten) Laguerreschen Polynome efx) = 
1 


r 
= reece (ies) (2 >—1;4=0, 1, 2,...) und die Hermiteschen Poly- 


Xr 
nome H,(x) =(—1)*e” + e™ (A=0,1,2,...) sind, der Reihe nach, mit den 


folgenden Grundintervallen und Belegungsfunktionen verkniipft: (—1, 1), 
w(x) = (1 —x)*(1 + x)8; (0, 00), w(x) = x"e"; bzw. (—~, ~), w(x)=e™. 
Alle drei Systeme sind inbezug auf das zugehdrige Intervall und w(x) 
vollstandig. 2) Es gelten die Relationen: 


rae 


7 OO) == — ata 


a 1 r (@ + 
a {> P(x) — aC. teal) fee ed, 
A Fh, (0) = 22Fh aC) (A= 1,2,...). 


Wie daraus erhellt, sind auch die ersten, zweiten usw. Ableitungen 
eines genannten Systems vollstdndig und orthogonal inbezug auf dasselbe 
Intervall, und zwar, der Reihe nach, zu solchen Belegungen, die (samt w(x)) 
eine geometrische Progression bilden und in den Endpunkten des Grund- 
gebietes verschwinden, sonst aber positiv bleiben. Unser nachstes Ziel ist zu 
zeigen, da diese Eigenschaften, erweitert mit gewissen natiirlichen Bedin- 
gungen tiber Beschranktheit, schon charakteristisch sind; ja sogar, es geniigt 
im wesentlichen die ersten drei (und nicht wenigere) Ableitungssysteme zu 
betrachten. Scharfer und genauer: 


SATZ 8. Es seien g(x) (A=1, 2,...) in (a, 6) viermal stetig differen- 
zierbare Funktionen, welche darauf ein w-vollstindiges, w-orthogonales System 
bilden. Wir nehmen an, 1) {@(x)}, {px(x)}, {x (x)} seien auch vollstindig 
und orthogonal inbezug auf (a,b) und gewisse Belegungsfunktionen g(x), 
2(x) bzw. g;(x); 2) w(x), 21(X), B2(X), B(x) seien in (a,b) positiv, zweimal 
stetig differenzierbar und bilden eine geometrische Progression; 3) Sei 
w(x) € L(a, 6), g.(a+0)=g,(6—0) =0, wihrend [g,(x)w(x)'), gi(x) w(x)‘, 
gleichwie jedes (x) und ihre genannten Ableitungen in einem beliebigen 
endlichen Intervalle [x,, X.] € [a, 6] beschrdnkt bleiben sollen ;* schlieBlich, wenn 
[a, b] ins Unendliche reicht, 4) sei w(x) = o0(\x\™) fiir jedes M >0O, wahrend 
[gi(x) w(x) '], gf (x)w(x)', ferner alle pr(x) und ihre genannten Ableitungen 
fiir |x|» ce héchstens wie eine Potenz von |x| unendlich werden sollen. 


35 Vel. z. B. [29]. 
36 Ist [a, 6] endlich, so mag der Ausdruck: ,in einem beliebigen endlichen Intervalle 
[X,, X2] € [a, 0)“ einfach mit ,in [a, b]“ ersetzt werden. 
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Dann stimmt {q(x)} bis auf Reihenfolge und triviale lineare Transfor- 
mationen mit einem der klassischen Polynomsysteme liberein, und zwar mit 
demjenigen von Jacobi, Laguerre oder Hermite, Je nachdem [a, b] endlich ist, 
bzw. auf einer Seite oder beiden Seiten ins Unendliche reicht, — Lugleich 
miissen w(x) und g,(x), abgesehen von geeigneten linearen Transformationen, 
mit den entsprechenden Gewichtsfunktionen identisch sein. 


Bewels. Es sei angenommen, da alle genannten Bedingungen befrie- 
digt sind. 
1° In einem beliebigen endlichen und abgeschlossenen Intervalle, welches 
[a, b] angehort, bleibt der Quotient gi(x)w(x) ' wegen 
es] 
w(u). 


x 


#0) glx), (lady, — 2) 7 o_ 
© 13) HG) > WE) + [So )as ESA Ee ee 


(a<AS%<x=B<b) 


beschrankt (vgl. 3)). 
Im Falle eines unendlichen (a, 6) hat man (vgl. 4)) 


(4.14) i [#2] — o(|xt" 


w(x) 


mit einem geeigneten w = 0; dies ergibt die Abschatzung 


r 


£:(X) a £1 (Xo) : mn mi 
PO) +k | |u| du + K,(x—X») 


% 


mit K>0, K,>0 und fiir jedes x € (a, b), x) € (a, 6), so dai man 


(4. 15) ae Oxf) 
erhalt. 
Die Bedingung 2) liefert 
7 u(x) £:(x)", 
(4. 16) £:(x) = ae , &3(X) = w(x)? ’ 


daher folgt wegen (4.13) und 3) 
(4. 17) lim g(x) =0, lim g;(x) = 0 


in j liegt. 
in jedem Endpunkte von (a, 6), welcher im Endlichen g | 
. Ist (a, 0) unendlich, so implizieren die Bedingungen 3), 4) und (4. 15), 


4.16 
£1(X) 


(4. 18) (x) p==0(|x|”) (N > 0 beliebig). 
£3(x) | 
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Wir erwahnen ferner die aus (4. 16) flieSenden Formeln 


TX) Ax) Pax) ee 
Soa ge) we)’ gi) WO) | ee | | ess: 
oe aC) #0), gi) _ 8), [ac] | 
B(x) wx)’ g(x) w(x) w(x) 


welche samt den vorigen zeigen, dab die Funktionen go(x)2i (x)", £80021 (x\a 
und g3(x)go(x) ', g3(x)go(x) ’ in jedem endlichen abgeschlossenen Intervalle 
in [a, 6] beschrankt sind, wahrend im Falle eines unendlichen (a, 6) fiir |x| % 
hdchstens wie eine Potenz von |x| unendlich werden k6énnen. 

2° Wegen unserer Voraussetzungen ist Satz 3 anwendbar. Z. B. gilt 
w(x) ‘[gi(x)pi(V'E Li-(a, 6), da 


ees [gi(x) 94 (x) = Vw (x) an h(x) + oa #0] (a<x<b), 


und der Ausdruck rechter Hand, laut der Bedingungen 1)—4) und 1°, zur 
Klasse L?(a, 6) gehért; es folgt ahnlicherweise aus 3), 4) und (4. 18) 


jim [oom (en G)] = lim [2i@) gm) en) )—=O0 Unit Tey 


Also ergeben die w-Orthogonalitaét, w-Vollstandigkeit von {@,(x)} und 
die g,-Orthogonalitat von {@(x)} die Differentialgleichungen 


(4. 21) [ 21(x) p(x) ]’ = en w(x) @r(x) (Q<x<b? 4a 
mit 

: zh 2. 
(4. 22) = — | 21(x) pi (xy ax| | w(x) (x)? ax| (i= 12 


Nach einer geeigneten Abanderung der Bezeichnungen und durch Be- 
niitzung von (4. 19), (4.20) schlieSt man aus der g\-Orthogonalitat, g,-Voll- 
standigkeit von {g(x)} und der g,-Orthogonalitét von { @y (x)! 

(4. 23) [So(x) px (X) I = e881 (x) pA (x) (a<x<b; 4=1,2,...) 
mit 


(4. 24) —— 


- b b : -1 
| gl) 90) ax| | gulsdgs (apt dr| (A=1, 2,...), 


wahrend die g,-Orthogonalitat, g.-Vollstandigkeit von {q(x)} und die 


g,-Orthogonalitat von {@’(x)} zu den Relationen 


(4. 25) [23(x) px’ (x) |) = 0%" 20(x) pr’ (x) (Q2x= 05 1A ees 
mit 

» 4 
(4. 26) w——| {een oo'dx| [Jeeooterax] @=1,2,..) 
fiihren. ; ay 


3° Auf Grund von (4.21), (4.23), (4.25) und der oben benutzten 
Randbedingungen ist leicht zu erkennen, daBh {q.(x)}, {@xX(x)}, {px (x)}, nach 
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zufdlliger Weglassung gewisser Elemente, gewdhnliche SL-Systeme bilden 


welche der Reihe nach mit den Eigenwerten {@.}, {ef}, {o%*} und den Bele- 


gungsfunktionen (2, (x), w(x)), (g2(x), 2:(x)) bzw. (g3(x), 2»(X)) verkniipft sind; 
dann hat man aber, laut Satz 5, Teil II), u. a. die Relationen 


pe 2)) fi px bax+r 
: ; (a= x= 0) 
(4. 28) ea =Px4Q 


mit konstanten p,qg,r, P und Q. 
Die Koeffizienten p,q,r kénnen, wegen der Positivitat von g,(x) in (a, 6), 
offenbar nicht gleichzeitig verschwinden, d. h. 


(4. 29) pt+qdtr>o; 
ferner mu 
(4. 30) Ps=0 


sein, weil man sonst durch die Randbedingungen 3) 
b 


lim g.(x) —Q| w(t) dt —0, 
a> b-0 


also (vgl. (4.28)) 2:(x)=0 folgern kénnte, in Gegensatz zu 2). 
Aus (4.27) und (4. 28) resultiert 
§i(X) Px+Q 
431) g(x) px-tqx+r 
d. h. y— g(x) gentigt notwendigerweise der sogenannten Pearsonschen Diffe- 
rentialgleichung ” 
: Px+Q 


(A. 32) Y~ pe tax 

Setzen wir die Ausdriicke von g,(x) und gi(x) aus (4.27) und (4. 28) 
in (4.21), so folgt 
(4. 33) (px +x +r) pK (x) + (Px + Q) G(X) — 0n92(x) = 0 

(i= Bed ay en a ang 

d. h. yg,(x) soll eine Lésung der Differentialgleichung vom Fuchsschen 
‘Typus* ) 
(4. 34) (pe +qx+tny +(Px+ Qhy—ay =—0 (a<x<6b) 
sein. 

4° Nun gebrauchen wir folgendes 

LEMMA 2.” Es sei y—y(x) eine fiir a<x<6 stetig differenzierbare 
und nicht verschwindende Funktion, welche hier (4.32) nebst den Randbedin- 


37 Im Falle der sogenannten Pearsonschen Wahrscheinlichkeitsverteilungen geniigt die 
Verteilungsfunktion bekanntlich einer Differentialgleichung von der Form (4.32). Vgl. [3]. 

38 Vgl. z. B. [19], S. 131. 

39 Vgl. z. B. [18], Ch. VI, VII. 


’ 
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gungen y(a+0)=y(b—0)—0 geniigt; im Falle eines unendlichen (a, b) 
bestehe iiberdies y(x) = o0(|x| ~) fiir jedes N>O. Dann hat man (mit geeig- 
netem konstantem C == 0) 


1) p+0, pe+qxtr=p(x—a) (x—b) und fira<x<b 


(4. 35) y(x) = C(b—x)y"(x—ay” 
mit 
P 
(4. 36) 1,9 F + spa le-F ae 
falls [a, 6] endlich ist ; 
2) p=03Pq'< 0, I= und fiir a< x < 
Le 
(4.37) y(x) = C(x—a)'e" 
mit 
1 Pr 
( qg Q qd. 
wenn @ endlich ist und b=; 
3) p=0, Pq>0, 6=——— und fiir —e<x<b 
ee 
(4. 39) y(x)=C(b—xJ'e" 


mit (4.38), wenn a=—oco und 6 endlich ist; 
4) p=q=0, Pr<0O und fiir —w~w<x<0 


(4. 40) v(x) = Cexp (P #412), 


falls a=—oo, b= oe, 
Denn (4.32) laft sich sofort durch logarithmische Integration lésen; 
mit Riicksicht auf (4.29) und (4.30) hat man die folgenden Falle zu unter- 
scheiden (wobei x ein Stetigkeitsintervall des rationalen Koeffizienten rechter 
Hand in (4.32) durchlauft, die Konstante C aber beliebig gewahlt werden 
mag): 
1) ist p+-0, g? >4pr, so erhalt man 


(4. 41) y=C|x—8S,|"|x—&, |" 
mit 


1 P i 1 
E2= + Vq—4pr —5+(q—f4|_ | 
1 2p ae, \q?—4pr Dp ), Xi, aL Q 2p pe &)? 
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2) ist p+-0, g’=4pr, so ergibt sich 
= 
( 


lp 


3) ist p+-0, q?<4pr, so resultiert 


‘ ; . 
(4. 43) y= Clpx'+gx+r\srexp||2Q el ace; 
V4pr—q? * V4pr—q?|’ 


(4. 42) VoeC exp cg 


—20| ea 


xt) 


4) im Falle p—0, q=+0 folgt 


ee t 
(4. 44) y= Cerx+ | 
Pr 
mit —+( 71); 
'. Q F 
Bite alle: =—afe= 0 ist 
as Peas 
(4. 45) y= Cexp (= + > x| . 


Von (4. 42)—(4. 45) liest man leicht ab, dafi die Annahmen unseres 
Lemmas und die Falle 2), 3) unvertraglich sind, und weiter, dai diese die 
Giiltigkeit einer von den fraglichen Behauptungen 1)—4) nach sich ziehen, 
je nachdem [a, 6] endlich, einerseits bzw. beiderseits unendlich ist.” 


5° Nun kehren wir auf (4.31) und (4.33) zuriick. 
Ist [a, b] endlich, so hat man nach (4.31) und dem eben bewiesenen 
Lemma die Behauptungen 1) mit y(x)=—g,(x) und C>0; wir setzen 


(4. 46) =e |, m= P+, 

so dab (vgl. (4.36)) ¢>—1, @>—1. Also ist 

(4.47) g(x) = C(6—x)*" (x—a)™ (de 0) Ge lop > C0) 
und wegen (4. 27) 


Cc a 
(4. 48) VAC cat (ee (x—a)’ 
(a<x<b; a>—1, @>—1, C>0, p<0O). 
Andererseits, falls man den Teil 1) des Lemmas und die lineare Trans- 
formation 


t=—14 -. q 9%) 


40 Die allgemeinen Losungen (4. 41)—(4. 45) liefern unmittelbar eine partikuldre Inte- 
gralkurve von (4.32), welche durch einen gegebenen nicht-singularen Punkt der xy-Ebene 


geht. 


12 Acta Mathematica VI/1—2 
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auf (4.33) anwendet, so folgt (vgl. (4. 46)) 


(9 Sma ee Hs 


J+ 


+2 9,[a4 oS (t4 }=0 (—1<t<1; e>—1, P>—1); 


(4.49) —fa+8+-2t+@—1 4 ‘loss 


doh. y= [a + ae (t+ 1] geniigt der Differentialgleichung 


¢ d 
(4.50) (I-A) SY e+ 8+ 2+ a) G+ Ky=0 


oder (in Sturm—Liouvillescher Form geschrieben) 
(4.51) = c= Aya ae 1) KH" 7) 


mit i fiir’—l=ft<L und Rei 2a 


Aber das Randwertproblem: ,gesucht die fiir —l<f<1 beschrankten 
Loésungen von (4.50) oder (4.51)* hat bekanntlich die (einfachen) Eigen- 
werte K=—(A—1)(A+e+@) (A=—1,2,...) und die Eigenfunktionen const- 
JOP Oo (A= 1, 2,...;" da unsere Voraussetzungen 3) die Beschranktheit alle 
plat 2s2¢+1)} in [—1, 1] implizieren, ergibt sich bei einer geeigneten 
Wahl der Indices 


(4. 52) o0,—=pk=p(&—1)(A+e+8) (42 1,2,-%8) 
und (wegen der angenommenen Vollstandigkeit) 


(4. 53) plat 25" 4 1] — const /$% 0) «(1x t2is Ala 
d. h. 
(4. 54) g(x) = const fi" [2 5g t—a)—1] (Qaxebh: Ji) 
mit ¢e>—1, @>—1. 

6° Ist a endlich, b= cx, so ergibt die Anwendung des Teils 2) unseres 


Lemmas mit y(x)—g,(x), daB p=0, Pq <0, Cara und fiir a<x<oe 


(4. 55) £.(x) = C(x—a)er” 


‘| Vgl. z. B. [19], S. 465 oder [4], S. 258—260; unsere Bezeichnungen sind diejeni- 
gen von [29]. — Die betreffende Behauptung kann am kiirzesten aus der Vollstandigkeit 
des Jacobischen Polynomsystems inbezug auf [—1,1] und die entsprechenden Gewichts- 
funktionen gefolgert werden. ([29], S. 39.) 
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mit C>0, @+1=1= 2 (Q—P) und (vgl. (4.38)) 


(4. 56) a>—l. 
Kombiniert man (4.55) mit (4.27), so folgt noch 


“ ae 
(4.57) Wx) = ‘a (x—a)*er 
mit g >0. (4.33) kann nun in der Form 


(4.58) g(x—a)g8'(X) + (Px+ QHWO—eplZ)—0  (a<x<ev) 


geschrieben werden, welche sich durch 


q = 
4.59 x=a—-it, {== —(a—x 


in die Relation 
d° q af )- 
1Zonla— St) +(e +1) 15 n(a—F t+ 
(4. 60) 


Q y 
+4,(a—Zt)—0 (O<i<oo; 7 >—}) 


transformiert; d. h. y—qy [a— 4; gentigt der Differentialgleichung 


d’y dy _ 
(4.61) tat let )—i at ky=0 
oder 
d j a+l -t ay) a —t 
(4. 62) “alt Sagar le Kite» 


mit KkK=5 hit O foo IN had 25. saint 


Das durch (4.61) bzw. (4.62) und die Bedingungen: ,y = y(f) sei be- 
schrankt fiir ‘++ 0 und O(f’) mit geeignetem v = 0 fiir t+ + ~“ gegebene 
Randwertproblem hat aber die (einfachen) Eigenwerte K—=A—1 (A=1,2,...) 
und die Eigenfunktionen const-£:°,(f) (A= 1,2,...);% da die Voraussetzungen 
4) o>. [a—4t|—0€) (O=t<ce) implizieren, gelangt man nach einer geeig- 
-neten Umordnung zu 


(4.63) PhS Peerless 


42 Vel. z. B. [19], S. 429 und [4], S. 261. — Das ist eine einfache Konsequenz der 
Vollstindigkeit von {@'”(é} inbezug auf (0, oo) und w(t) =t%e! (a >—1) ({29], S. 104). 


12* 
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und (wegen der Vollstandigkeit) 


(4. 64) pia Z| —const-2$(0 (O02 foo; A= 2a 
re hou 0 
: © (@) He i 
(4. 65) p(x) — const 83% (2 (a—2)| (da X00 f= eee 
7° Falls a——oo und 6 endlich ist, bedarf man nur einer einfachen- 


Veranderung in den Bezeichnungen von 6°. Wir erhalten 


(4. 66) 2x) = CO=xnar : : 


(4. 67) w(x) = — & (b—x)*er" 


Pp (C>0, g<0, P<0, «e>—1), 


(4. 68) na) = const-25%(" (6 —n] (—20<x<b; e>—1, A=1,2,...). 


8° SchlieBlich, im Falle a=—oo, b=ce kann Teil 4) des Lemmas. 
benutzt werden. Beziiglich (4.31) bekommt man p—g=0O, Pr<0O und fiir 
—wocx<oco 
2 otter 4 PAY 
(4. 69) 2;(x)=C exp (Px +23); 
daher und aus (4. 27) 
PORE: ested ee od. ) 
(4. 70) w(x) = > &XP (5 ead 
ENTE ei 6 


Andererseits reduziert (4.27) sich nun auf 


(4.71) ry (x) + (Px + Q)@i(x)—erga(x) = 0 (—o0<x<oo), 
was durch 
ee Te 

4.72 = — —— — 
a 2 |/ eins |/ Dr Wiysoope 
in die Relation 

a? / 2h d 2? 

Snl| E9214 (| 2-3} 
(4.73) A fae fk, 

0 2a 


iibergeht. 


f 
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aT 
Also sind; y.= q («| 5-3 (A= 1, 2,...) Lésungen von 


a? d 
4.74 Jag fey. os 
( ) dt? ta + Ky==0, 
4.75 OR) Oa es 
{ ) ale | Ke*y 
mit oes fij 

mux 9) ur —oo<ct<o, 


Das Problem: ,gesucht sind Funktionen y=y(d, welche (4.74) bzw. 
(4. 75) und den Randbedingungen y(t) O/((t|") (mit einem geeigneten u=0) 
fiir t+ +oo geniigen* — hat, wie bekannt, die (einfachen) Eigenwerte 
K = 2(4—1)(4=1, 2,...) und die Eigenfunktionen const-H):(¢)(A=1, 2,...); 
wegen unserer Voraussetzungen 4) folgt also aus (4.75) 


(4. 76) a= 5 K=P—1) (Tez 12.0.) 
ferner 
jal is 
(4. 77) alt — FS) const-H( (—sostcoot {= 1,2, :..), 
d. h. 


(4.78) (x) = const- My [x 


[ P Q : ie 
/ — +e (—ass ax cog, A= 1, 25. 34). 


Somit ist der Beweis vollendet. 


§ 5. Verallgemeinerung einiger Satze 
iiber die Differentiation gewéhnlicher Fourierreihen 


5.1. Wie bekannt, darf man eine trigonometrische Fourierreihe stets 
gliedweise integrieren, dagegen nur ausnahmsweise formal differenzieren: die 
GroBenordnung der Fourierkoeffizienten wird im ersten Falle verbessert, im 
zweiten aber verschlimmert. Im Anschlu8 einer Fragestellung von ABEL hat 
jedoch L. FEJER bewiesen, dai die gliedweise differenzierte Fourierreihe einer 
Funktion f(x) (0=x=2z) im Inneren des Grundintervalles C,-summierbar 
ist und f’(x) zur C,-Summe hat, falls diese Ableitung z. B. in (0, 27) exis- 
tiert und stetig ist.“ 


43 Vgl. z. B. [19], S. 415 und [4], S. 261; fiir die Vollstandigkeit von {H,(f)} s. auch 


{29], S. 104. 
44 [6], [7]. Die stetige Differenzierbarkeit von f(x) impliziert natiirlich die Konvergenz 
der Fourierreihe selbst. — Spatere Arbeiten von Youn, DE LA VALLEE Poussin, GRONWALL, 


Zyamunp ([32]) haben sich mit gewissen Verscharfungen und mit dem Falle hoherer Ablei- 
tungen beschdaftigt. 
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Die Ergebnisse der vorigen Abschnitte ergeben nun einen allgemeinen 
Satz iiber Konvergenz und Differentiation solcher Orthogonalreihen, welche 
eine orthogonale Ableitung haben. 

Satz 9. Es seien w(x) und g(x) in einem endlichen [a, 6] positive, 
zweimal stetig differenzierbare Gewichtsfunktionen. {(x)} sei ein w-vollstdn- 
diges, w-orthonormales System ebenda mit stetigen dritten Ableitungen ver- 
sehener Funktionen mit 9(a)=9(b) =0 (A=1, 2,...) und {gi(x)} set g- 
orthogonal in (a, b); beziiglich der Reihenfolge nehmen wir an, dajfi die g-Norm 
von gi(x) (A=1,2,...) zunimmt. — Es bezeichnen yz (A=1,2,...) die 
Fourierkoeffizienten einer Funktion f(x) € Lip] (a=x=6b)* inbezug auf (x) 
(al) 2a). 


Dann ist die Fourierreihe > nGilX) in (a, b) konvergent und sie stellt 
ys ie 


dort in jedem inneren Teilintervalle gleichmdpig f(x) dar, wahrend > Yn Pr(X) 
A=] 


fiir fast jedes x€(a,b) C,-summierbar ist und f’(x) zur C,-Summe hat. 
Letzteres gilt gewif in solchen Punkten von (a, 6), wo f’ (x) existiert und stetig 
ist, und die Summierbarkeit ist in jedem abgeschlossenen inneren Stetigkeits- 
intervall der Ableitung f’(x) eine gleichmdfige. 

Der BEweEIs stiitzt sich u. a. auf wohlbekannte Tatsachen iiber Sturm— 
Liouvillesche Orthogonalsysteme, insbesondere auf die asymptotische Formel 
von Hopson und den Haarschen Aquikonvergenzsatz; wir brauchen noch eine 
Eigenschaft der auftretenden Kernfunktionen, namlich die Tatsache, dafi sie 
in den Endpunkten zum Werte Null C,-limitierbar sind. 


1° Die vorausgesetzten Orthogonalitatseigenschaften von {q(x)}, {@x(x)} 
haben nach dem Satze 3 zur Folge, dai die Relationen 


(5. 1) [2 (x) p(x)’ = 0. (X) pr(X) (a=x=b;4=1,2,...) 
mit 
(5. 2) n.=— g@gilay'ax |] 
a (A= 1,2, <..) 
(523) pr(a) = (6) = 0 


gelten; wegen der w-Vollstandigkeit von {g,(x)} sind also y = const: @p,(x) 
(41, 2,...) alle Eigenfunktionen des Sturm—Liouvilleschen Randwertprob- 
lems 


(5. 4) [gy] =ow)y (@a=x=6); y(a)—y(b)=—0 
und es ist (O>) o,>0,>0,>--- das zugehdrige Spektrum. 

2° Nun liefert Lemma 1 
(5. 5) [g(xy w(x) gx (x) = lea aa | (2) 98(3) 


(asx=b; A=1, 2,:..) 
* Diese Annahme mag durch die Totalstetigkeit von f(x) ersetzt werden. 
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min (vgl.°(5.1), (5. 3)) 
(5. 6) [S) Gi) |r—a = 8 (@) G4.(a) + £ (a) g% (a) = 0 
(5.7) [2 (Xx) pix) [p= = 8’ (6) pi(d) + 8 (6) Gi’ (b) =0 | 


man sieht zugleich, dai bei 9-0 fiir jede Lésung y— (x) der Differential- 
gleichung 


(5.8) terworxy = Je-[EO|leey — @=x=0) 


w(x) 


(Haale) 5 


welche den Randbedingungen 
(5. 9) [S@) Yaa = [S@) Yea = 0 


gentigt, die primitive Funktion Y= \y@at (5.4) befriedigt. Im Falle e—0O 


resultiert aber leicht [g@(x)y(x)]’=0 (@a=x=b). 

Daraus erhellt durch 1°, dai die Folge g(x)'!, g{(x), gi(x),... als ein 
komplettes (g-vollstandiges) Eigenfunktionensystem der SL-Aufgabe (5. 8), 
(5.9) aufgefafit werden kann. 


3° Wir wenden auf (5.5), (5.6), (5.7) die sogenannte Liouvillesche 
Normaltransformation an.* Man setze 


ey en f(ppl a wen [lee 


und fiir die inverse Funktion 
i: 11) x—V(2) (O=uSf). 


Schreibt man noch 


(5. 12) gi (x) = V—en g(x) 4 w(x)? gi(u) | 
st, 3 ai (Gi =k Pere 
(5. 13) gi(u) =(—¢) ” los (ae(x)? w(x) + rg 
ferner . 
(5. 14) gi(u) = Cole) WO], 4g Co= We ax| - 


dann sind y—gi(uz) (4=—0, 1, 2,...) laut 2°, von konstanten Faktoren abge- 
sehen, simtliche Eigenfunktionen einer Differentialgleichung der Form 


“2 +(2)—9y=0 Su =H) 


(5. 15) 


46 Vgl. z. B. [19], S. 261—262. 
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(5. 16) 


=w-(2)-2(2) 28-858... 


B(x) — g)* w(x) *, 
welche den (5.9) entsprechenden SL-Randbedingungen dritter Art geniige 


leisten. (Die Eigenwerte sind offenbar wieder 9 —0,0,, 0,....) Da wir ohne 
Miihe 

H 
(5. 17) | gi(udu = 1 (4=0, 1, 2,...) 


0 

finden, so bilden g(u) (A=O, 1, 2,...) ein vollstandiges Orthonormalsystem 
in (0, #). 

4° Nach Hosson gilt nun die Formel “ 
(5. 18) gy —| 2 77 608 fo oS) sin sin a o(} ‘| (emake na) 
wobei «*(u) eine von 2 or ae in ey stetige Funktion bedeutet — 
und das letzte Glied ebenda gleichmafig beschrankt ist. 

Daraus folgt vermége des genannten Aquikonvergenztheorems von HAAR,‘ 
dai fiir eine beliebige F(t) € L(O, H) die Limesrelation 


H 
lim | yew | F(gi@at— 
n—> = o 
H H 
1 i 2 No gh gh 
set fae 1 - eee kosiee tee — 
(5.19) Palio dt > cos 4 uf FO cos tat|| — 
0 0 
H 
== lim | Fw S pr.(t) pi(u)— a f ao De Lie t cos ha dt—0O 
n> co . t=0 H A=1 H H 
besteht, und sogar gleichmabig fiir 0 =u = H. 
5° Es sei die Reihe 
~) are wh mh 
= | MO Ga(u) os St cos S- u— 
251 mh zh ua th 
(5.20) — Ve vm e *(é) sin gr ft cos a6 u—w"*(u) cos HF tsin Ta 


Ostet: 02 %=.H) 


“ Der genaue explizite Ausdruck von *(u) ist leicht angebbar, aber fiir unsere 
Zwecke unndtig. 

48 Vgl. [17]; [19], S. 262. 

49-[13] M. 1, S: 355. 
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betrachtet. Da ihr allgemeines.Glied o( 4 ist (vgl. (5. 18)), konvergiert sie 


nach WEIERSTRASS fiir die betreffenden ¢ und w gleichmaBig und stellt eine 
stetige Funktion M(¢,u) dar. Somit gilt durch (5. 18) 


= (ot(0)et(t) — 2. cog 24 “s ) 
(5.21) PaO Fy 08 ‘|= M(t, Dee : “(1 | 
(0<t<=h), 
wh 
(5. 22) >|» (Hy gi()—— (—1y cos anh — M(t, H) + ae to" (t) 
(0 =t<H). 


Die Reihensummen linker Hand sind also in (0, H) vorhanden, sogar stetig 
und in [0, H] beschrankt; die SMe pagel beider Reihen bleiben in [0, H], 


eA =| 8 a @ 2 (00 <b 00, == 1,2, _,) 


wie man auf Grund von a. 


| h= 


leicht nachweist,” absolut unter einer von n unabhangigen oberen Schranke. 
Alles dies erméglicht die Anwendung des Lebesgueschen Satzes iiber 
2 alae Integration” im Falle von (5.19); man erhalt 


Jro) | pO) gi()— + PAC (0) y2()— = cos tl dt—0, 


70h 


[ro\songo— 2+ 3 (nenme — 2 (1) cos “es tl ae—o 


und daraus, da die Faktoren in Klammern neben F(?) fiir 0 <t<H identisch 
verschwinden miissen. Geht man endlich zu den arithmetischen Mitteln der 
Partialsummen fiber, so folgen wegen 


; sin (n+ 1)E 
i —LE| — ==) 
(5. 23) lim ak te (142d cos aE lim aa Goi 
x § 


(0<§<27) 

die Relationen 

(6.24) lim = ap > KOgo= lim > i) > Gilg <0 
(0<t< AH). 

Sie gelten tibrigens offenbar gleichmaBig in jedem Intervalle [¢, H—e«] mit «>0. 


50 Die oft benutzte gleichmaBige Beschranktheit der betreffenden Sinuspolynome 
kam bekanntlich zuerst bei Feyér zu ausgebreiteter Anwendung. (Vgl. [8]; Rocosinsk1 [27].) 
51 Vgl. z. B. [26], S. 37 ff. 
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6° Da, der Voraussetzung nach, f(x) € Lip] (@=x=4), ist diese Funk- 
tion in [a, b] stetig und beschrdnkter Schwankung und sogar, laut des wohl- 
bekannten Lebesgueschen Satzes tiber monotone Funktionen,” ebenda fast 
iiberall differenzierbar. 

Eine Teilintegration ergibt also (vgl. (5.1), (5.12), (5. 13)) 


yiV—a—V—er | SOwea(Nat = (—e)? } FO ger" SS 


+ [r@g@giodt | —f@) (e@w@)* 9)— 


— fo (eow(o)* gH) + |[Fereeo* wey *| gat 


<= FG) 


(5. 25) 


0 


Cig a Ber as 
wobei die Erklarung der Integrande passend ausgedehnt zu denken ist.“ Es 
sei zunachst bemerkt, daf aus (5.14), (5.10) 
1 1 
F(a) (g(a) w(a))* GO) —F(0) (8 (0) #(6))* 9 (A) + 


(5. 26) ° LBS 
+ ||P e@) wen ‘ go(t)dt=0 
y x=Vi(t) 


folgt. 
Nun hat man formal 


= 1 Fi(x) = 8 (x) T(t ) fla)(g (away) S Y gOgt(u)— 


(5. 27) — (6) (e(0) w(b))* Ss nad a 
+(x) “woo > » iu) ib Pex way *| — gtwat. 
* x=Vit) 


Das erste Glied rechts ist wegen (5.24) C,-summierbar zur C,-Summe 
O fiir jedes x € (a, 6), d.h. uw € (0, H). Die Reihe “= oe Gliede ist die 


Fouriersche Entwicklung der Funktion [/’ (x) g(x)* w(x) yes vo iMbezug auf 
das Orthonormalsystem {g%(u)}; da die trigonometrische Fourierreihe dieser 
Funktion nach der Lebesgueschen Verallgemeinerung des Fejérschen Satzes™ 


82 Vgl. z. B. [26], S. 5—11. 

8 Etwa in der Weise, dafS man den Punkten derjenigen Nullmenge, wo F' (x) nicht 
existiert, den Funktionswert 0 zuordnet. 

54 Vel. z. B. [16], S. 62. 
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fast tiberall, insbesondere an allen inneren Stetigkeitsstellen von f’(x), zum Funk- 
tionswerte C,-summierbar ist, ergibt das Haarsche Theorem (5.19) dasselbe 
auf die fragliche Reihe.” Ahnlich schliefSt man auf gleichmafige Summierbar- 
keit in (inneren) Stetigkeitsstrecken mit Hilfe von 5° bzw. des Fejérschen 
Approximationssatzes. 

Somit sind die Behauptungen iiber 7;,gi(x) von (5.27) ablesbar. 

7° Um die Reihe +7, gi(x) zu untersuchen, bemerken wir vor allem, dab 
die Benutzung von (5.1), (5.3) nebst der Transformation (5.10), (5. 11) fiir 

: : 


Glu) =[(g(x)w(x))* g(x)],_ ,,,, die asymptotische Formel 


ep P22. ee JER o(u) th 
(5.28) g(u) | esi Fit e0 


tt O| a | Coney 


liefert, wobei w(u) in [0, H] stetig, von 4 frei und das Zeichen O in u gleich- 
mafig zu verstehen ist.” 

Daraus schlie{t man einfach, dai unsere Reihe, welche einer Funktion 
f(x) € Lip1 angehort, in (a, 6) konvergent ist und zwar in inneren Teilinter- 
vallen gleichmafig konvergiert, ferner gleichmafig C,-summierbar ist. Was 
ihre Summe betrifft, so beachte man die nach (5.19) fiir jedes in [0, H] stetige 
F(u) giiltige Relation 

- H 


(5.29) lim a4 Ds yw F()gi()dt—F(u) Oxsu<H). 


Multipliziert sae mit eels. differenziert” nach x und schreibt 


Fw) —|(e) 9) * C3 J omora| , so folgt (vgl. (5. 1), (5.13), (5. 14)) 


x= V (u) 
n k b 
(5, 30) lim I pa = g(x) | f(t) w(t)g,(t)dt = f(x) (a<x<b). 
n> @D KA A= a 
Wir haben also zugleich in (a, 0) 


(5.31) > pgp) fo, 


a 7,20. Ww. 


at j(mo}? dt und x == V(u) in [a, 6] bzw. [0, H] zur Klasse Lip 1 gehéren, 
J\g@ 


ersieht man leicht, daf® Nullmengen auf der 1- und u-Achse ineinander iibergehen. 


56 Vgl. [19], S. 262. 
57 Dies oy bekanntlich gestattet, weil der Limes in (5. 30) nach den vorigen in jedem 


Inneren Teilintervalle von (a, b) gleichmabig existiert. 
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5.2. Wie man sieht, entspricht der soeben bewiesene Satz der Differen- 
tiation gewohnlicher Fourierschen Sinusreihen. Es kénnen offenbar dhnliche 
Satze aufgestellt werden, in welchen ein anderes Paar homogen-linearer 
Randbedingungen, z. B. (a) = 9r(), g(a) = gi(b) (A= 1, 2,...) auftritt ; °° 
letzteres umfaBt auch den Fall der allgemeinen trigonometrischen Fourier- 
rcihe. 


(Eingegangen am 20. Marz 1954.) 


Literaturverzeichnis 


[1] J. Aczét, Eine Bemerkung iiber die Charakterisierung der klassischen orthogonalen 
; Polynome, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), S. 315—321. 
[2] S. Bocuner, Uber Sturm—Liouvillesche Polynomsysteme, Moth. Zeitschrift, 29 (1929), 
S. 730—736. 
{3] H. Cramér, Mathematical methods of statistics (Princeton, 1946). 
{4] R. Courant und D. Hicpert, Methoden der mathematischen Physik, Bd. | (Berlin, 1924). 
{5] J. EcervAry, Uber die charakteristischen geometrischen Eigenschaften der Legendreschen 
und Tschebyscheffschen Polynome, Archiv Math. u. Physik (3), 27 (1918), S. 
23—24. 
{6] L. Feyér, Sur la différentiation de la série de Fourier, Comptes Rendus Acad. Sci. 
Paris, 134 (1902), S. 762—765. 
{7| L. Feyér, Untersuchungen tiber Fouriersche Reihen, Math. Annalen, 58 (1904), S. 51—69. 
[8] L. Feyér, Sur les singularités de la série de Fourier des fonctions continues, Ann. 
Ecole Normale Sup., 28 (1911), S. 64—103. 
[9] Pu. Frank und R. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und 
Physik, Bd. | (Braunschweig, 1925). 
{10] B. Gacaerr, Sur l’unicité de fonctions orthogonales invariant relativement a la dériva- 
tion, Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 188 (1929), S. 222—225. 
[11] Bb. Paraes, O nexoropprx Kmaccax oproroHanbHbix yHKun, UAspectrua AxKa- 
nemuu Hayr CCCP, Cep. marem., 10 (1946), S. 197—206. 
{12] Bb. THegeuno, O epnncteennoctn CucTreMbI OpTOrOHaNbHbIX (PyHKUMK, HHBApHaHTHON 
OTHOCHTEbHO Audpepenunposannsa, Loknage Akagnemuu Hayk CCCP, 
14 (1939), S. 159—161. 
{13] A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Habilitationsschrift), 1. und 
2. Mitteil., Math. Annalen, 69 (1910), S. 331—371, bzw. ibid. 71 (1911), S. 
38—53. 
{14] W. Hann, Uber die Jacobischen Polynome und zwei verwandte Polynomklassen, Math. 
Zeitschrift, 39 (1935), S. 634—638. 
{15] W. Hann, Uber hdhere Ableitungen von Orthogonalpolynomen, ibid., 43 (1937), S. 101. 
[16] G. H. Harpy and W. W. Rocosinski, Fourier series (Cambridge, 1944). 
[17] E. W. Hopson, On a general convergence theorem and the theory of a function by 
series of normal functions, Proc, London Math. Soc. (2), 6 (1908) S. 349—395. 


58 Uber die Asymptotik der Orthogonalfunktionen in den Fallen allgemeinerer Rand- 
bedingungen vgl. [31]. 


ORTHOGONALE SYSTEME UND STURM—LIOUVILLESCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 189: 


[18] D. Jackson, Fourier-series and orthogonal polynomials (Oberlin—Ohio, 1941). 

[19] E. Kamke, Differentialgleichungen, Lésungsmethoden und Lésungen, Bd. 1 (Leipzig, 
1951), 4. Auflage. 

[20] E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig, 1952), 2. Auflage. 

[21] H. L. Kratt, On derivatives of orthogonal polynomials, Bull. Amer. Math. Soc., 42: 

(1936), S. 423—428. 

[22] H. L. Kratt, On higher derivatives of orthogonal polynomials, ibid., 42 (1936), S. 


867—870. 
[23] H. L. Kratt, On higher derivatives of orthogonal polynomials. II, ibid., 47 (1941), S. 
261 —264. 


[24] M. A. TJappeurpoes u Jl. A. Jioctrepunuk, Kypc sapwauMonKoro ucuncnenna 
(Mocksa—Jlesuxrpag, 1950). 

[25] D. C. Lewis, Orthogonal functions whose derivatives are also orthogonal, Rend. Pa- 
lermo (2), 11 (1953), S. 159—168. 

[26] F. Riesz et B. Sz.-Nacy, Lecons d’analyse fonctionnelle (Budapest, 1953), 2. Auflage. 

[27] W. Rososinsky, Fouriersche Reihen (Berlin—Leipzig, 1930), S. Gdschen. 

[28] J. SHonar, E. Hite and J. Watsx, A bibliography on orthogonal polynomials, Bulk. 
Nat. Res. Council, 103 (Washington, 1940). 

[29] G. Szec6, Orthogonal polynomials (New York, 1939). 

[30] M. S. Wesster, Orthogonal polynomials with orthogonal derivatives, Bull. Amer. Math. 
Soc., 44 (1938), S. 880—888. 

[31] A. C. Zaanen, On some orthogonal systems of functions, Compositio Math., 7 (1940) 
S. 253—282. 

[82] A. Zyamunp, Trigonometrical series (Warszawa—Lwow, 1935). 


O HEKOTOPbIX CBOMCTBAX OPTOLOHAJIbHbIX CHCTEM MW O COBCTBEHHbIX 
B3HAYEHWAX JUdDEPEHUMAJIbHbIX YPABHEHMM THMNA LUTYPMA— JIMYBUYIIIIA 


M. Muxonaw (Byjaneurt) 


(Pe 3 me) 


C Toukw speHmaA MpMMeHeHHM HE WMWeH MHTepeca (akT, 4TO TPuroHOMeTpHYecKat 
OpToroHambHad CMCTeMa M CHCTEMbI ,,KaCCMH4eCKUX“ OPTOFOHaNbHbIX NOAMHOMOB Nip pudpe- 
PeHUMpOBaHHM uM MpH MHTerpHpOBaHHN (BbINOHEHHOM NOCMe YMHOKCHHA Ha BELOSYIO (byHk- 
WMI0) NeEPeXOAAT ONAT B OPTOTOHAbHBIe CUCTEMbI, BeAb STO ABIACTCA NPMYMHOK TOTO, 4TO 
OPTOFOHAbHbIe PAPbI MO SCMCHTAM YKa3aHHbIX CHCTEM, B aHaJOrMM C CTENCHHbIMM px1aMn, 
COxpaHsioT CRON ,,xapaxTep“ mpu NOweHHOM AudPepenyMpoBanun uM MNTerpupoBannn. 

Hacrosujaa paGora nocBaulena usy4eHuM TEX OPTOrOHAIbHbIX CHCTeMAaX MPOCTpaHCTBa 
L2, KoTOpble OOMaWawWT YKA8aHHbIMM CBOMCTBAMM BaxKHEMLINX OPTOOHAMbHEIX CucTem. Bonee 
nogpo6uo uccnepyyorca Cefyrouyue mpobsemb! : 

I. Hycrp ,(x) € i (a, b) (A= 1, 2, ...)— oproronanpnas cuctema, a w(x) — HeoTpHia— 
renbHad BecoBad bynkuns. Myce faHbl HEKOTOPbIe MOCTOAHHDIE Cy, Cy,... M Apyrad BecoBas 


- bynxuna Q(x) =O (ax <5). Cnpammpaetca HeoOxopumoe u-MocTaTONHOe yCnOBMe fA 
x 


Toro, 4TOObI — upu oGosHayenuu ®, (x) = { w(t) p, (f) dt (A =1,2,...) — cucrema {®, (x) + 


a 


+c, } wan 1, {P,(x) + ¢,} Tawxe Oba OPTOrOHaMbHON CHcTeMON Ha (4, b) OTHOCUTeEMbHO Q(x). 
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Il. Mycts p(x) (A= 1, 2, ...) cucrema byHkunn Andppepeniupyemblx Ha (a, 6), optoro- 
HabHad Ha 9TOM MHTepBane OTHOCUTeEAbHO BeCOBON oye w(x) (w-opToroHanbHas). 
Bananumcd TaKwKe Apyrou BecoBou (pyHKune g(x) > 0 (a= x = bd). CnpammeBaetca ycaosne 
HeOOxOnNMOe HM AOCTAaTOUHOR AA TOrO, 4TOOBI CucTema {p(x} 6bl1a g-OpToroHambHa 
Ha (4, 0). 

Ill. Tpe6yetca safaTb uM M3y4aTb 10 BOSMOMKHOCTH WMPOKMM KMACC OPTOFOHAJIbHbIx 
CHCTeM, 9NeMEHTHI KOTOPOrO OGAagatoT cBONCTBAaMH I uw II. 


IV. Ha ocHope u3m0xKeHHOrO CaeAyeT OxapaKTepusoBaTD , KNaccuyeckue” oproroianee 
HbIe CHCTEMBI, B YaCTHOCTH MHOrOo“TeHBI AKOGu, Jlareppa u Opmuta, a TawKe COOCTBEHHBIC 
dbynxunn LiUtypma—JIuysunas. 


V. Uro MOx*KHO CKasaTb O CXOAMMOCTH HAM O CyMMUpyeMOCcTH (OOmIerO) psga Dyppe 
M ero NpONsBOAHOTO pala, CCAM M3BBECTHO, YTO PAL NOAYYeHHBIN MOUWIeHHHIM judpdepenun- 
posaHneM TawKe OpTOroHaeH ? 

-- OTM BONPOChI KAKYTCA HOBbIMM, OMHAKO CAeAyeT YNOMMHATb O MHOFONMCACHHDIX 4aCT- 
HbIX PC3yJbTaTax, TawOUIMX PasMM4HbIe OT OOUIENPUHATHIX ONPemeMeHMA KMACCH4eCKH OPTO- 
FOHAJIbHbIX NOMHOMOB (CM. [28]). Crofa OTHOCUTCA HM OAHO 3ameyaHne TaraeBa O cucTeme 
1, cos x, sin x, cos 2x, sin2x,.... Uccmegopanus, oruactn npuMpiKaroune kK II, MOoKHO HauTu 
mu B® HOBenmen padote JI. C. JIb1onca [25], 0 kKoTOpON aBTOp y3Ham Mpu KOppeKType. 

[napuble pesyiabTaTbl HaCTOALeN PaOOTbI COCTOAT B CeAyIOUleM: 


1. Monuaa oproroHanbHad cucTrema OOnafaeT cBouctpamu I u II Torga Mu TOMbKO 
TOrAa, CCIM CC BIEMEHTHI YAOBACTBOPAIOT NOYTH BCIOAY HEKOTOPOMy MHTerpasbHOMY ypaB- 
HeHHHO, HIM (4TO B CHyYae HeNMpepbIBHBIX (PpyHKUMA STOMY SKBUBAMeHTHO) Aud pepeHunanb- 
HOMY ypapHeHnto Tuna Liitypma—Jlnysunaa 


SM~yYT=e,wy, 
CBAZAHHOMY YMOOHbIMM KpaeBbIMn yCnOBiuamu. (CM. Teopemp! 1, 2 1 3.) 

2. Takum OOpas0M serkKO HaMTM HEKOTODHIM OOWIMM KAAaCC OPTOrOHaMbHbIX CHCTeM, 
uz KOTOPBIX AuppepeHUMpoBaHneM, TaoOKe KAK | MHTePPUpOBaHHeM, NOFY4aeTCA ONATH OPTO- 
rOHambHaw CucTreMa. Mrak, kmacc 3TUX ,,OObIKHOBEHHBIX cucTem SL“ COWePKUT ,,.KTaccnyeckne “ 
OpToroHaabHble cuctembl. (Teopempi 4 1 5.) 


3. B kayecTBe npuMeHeHnst aBTOpy yAaeTCA faTb OOULy1O xapakTepucTuky TpuroKO- 
MeTpH4eCKOH CHCTeMBI, COOCTBeHHBIX (byHkunn Lirypma—JInysuaaa mepporo nu sBroporo 
PAOB M KMACCHYECKUX OPTOPOHAbHBIX NOAMHOMOB, HCNOAb3YIOULYIO TOKO CBOMCTBA OOMEell 
Mpupogsbl (OrpannyeHHocrh, HeMpepHiBHocTh, AudPepenunpyeMocTs, OpTOrOHaABHOCTS, NOA- 
HOTA) 6e3 TpeOOBAHHA BHINOAHEHHOCTH AUGpepenUMadbHOrO ypaBHeHHA uM Apyroro cneuwnasb- 
Horo cooTHotuennA. (Teopempt 6, 7, 8.) Mpumep: C rounocteto 40 nepecTaHoBoK u 10 TpuBH- 
AJIbHbIX JIMHCMHbIX MpeoOpasonanni, cuctema 1, cos x, sin x, cos2x, sin2x,... sapnaetca 
€AMHCTBEHHON NOAHOM OPTOrOHaAbHOK CHCTeMOH B UATepBane (0,27), ANA KOTOPOM CucTemMa 
NePBbIX HM BTOPbIX NPOMSBOAHIX, AONOMHEHHAA eMHMLeH, TakwoKe MONHAA OpTOrOHanbHaTn 
cucTeMa Ha TOM 3Ke MHTepBaue. 

4. Hakoneu, B CBAs C mpo6nemon V, AOKASbIBAeTCA TeOpeMa, KOTOPasd MOKeT pac- 
CMaTpHBaTbCA Kak OOOOMeHHe PesybTaTa, MONyYeHHOrO DenhepomM AAA OGbIKHOBEHEBIX 
pagos Pypse ((6], [7]). B arou reopeme YTBEPKNACTCA, no cyulecTBy, cnefyrousee: ecru 
Ata HexoTopon dyskunn f(x)€Lipl(a=x=b) ee pax Pypre mo cucreme {Po (x)} 
(9,(@) = 9 (0) =0, 4=1,2,...) w-oproronanbHO mu w-noaHOU Ha (a,b) nepexogur mpu 
NOWIeHHOM ANdpepeHunpoBaHHH B PAL TakwKE OPTOrOHaNbHbIM Ha (a, b), To pay Pypbe 
cxofuTca Ha (a, 6) w ero cymma papa f(x), mpousBoAHBIM xKe pay nouTH BCHLOAY ABIAeCTCA 
cyMMupyeMbIM C, u ero C\-cymma papua f'(x); CyMMupyeMOCTh sABAAeTCA PaBHOMepHON BO 
BCHKOM 3aMKHYTOM MHTepBaie HenpepsiBHocTH f’ (x). 


UBER TRIGONOMETRISCHE INTEGRALE, WELCHE GANZE 
FUNKTIONEN MIT NUR REELLEN NULLSTELLEN 
DARSTELLEN 


Von 
LJUBOMIR ILIEFF (Sofia) 
(Vorgelegt von P. Turdn) 


1. Es sei E(a) die Gesamtheit der Funktionen f(¢), die im Interval 
(0, a), a>0, nicht negativ, R-integrierbar sind, und der Bedingung geniigen, 
da die ganze Funktion 


(F) re) {7 costzdt 
0 
nur reelle Nullstellen besitzt. 

Es sei x = x(t) ein reelles, gerades Polynom von ¢ oder auch eine reelle, 
gerade, ganze Funktion, so daf 

ajo x(a) == 0, 

b) x’(it) ein Polynom mit nur reellen Nullstellen oder eine ganze Funk- 
tion, die eine Grenze solcher Polynome ist. 

Da x’(f) eine reelle Funktion ist, die aufer t=O keine reellen Null- 
stellen besitzt, so folgt, daB sie in —oo<¢<0O und in 0<t<+-~ ihr Vor- 
zeichen nicht wechselt. x(f) geniigt also auch der Bedingung: 

_ c) In jedem der Intervalle (—~, 0), (0, + ce) ist die Funktion x(é) ent- 
weder streng wachsend oder streng abnehmend. 

Da, wegen der Bedingung b), x’(a)=- 0 ist, so folgt aus c), dai x(é) 
auch der Bedingung geniigt: 

d) x(t) besitzt nur zwei reelle Nullstellen: ¢,—-a und #,——a. Diese 
Nullstellen sind einfach. 

Es sei A(a) die Klasse der reellen, geraden Funktionen x(f), die den 
Bedingungen a) und b) geniigen. 

Gemaf der Bedingung c) hat jede Funktion von der Klasse A(a) im 
Intervall [0, a] eine inverse Funktion f= 7(x). 

Es sei f, € E(a), x(t)€ A(a@) und ¢=+#(x) sei die inverse Funktion von 
x(t) im Intervall [0, a]. 


192 L. ILIEFF 


Man setze 


gue) Ill), AM) = #1) =| polr)ar 


0 
und bezeichne, der Kiirze wegen, 


fit) = L(fo, X)- 
Satz I. Wenn f,(t)€E(a), x()€A(@ und f(t) =L(f, x), so haben wir 
FiO « EQ). 
Bewels. Da f,(f)€ E(a), so besitzt die ganze Funktion 


F(z) — lf) cos tzadt 


nur reelle Nullstellen. Man setze f,(—t)—f,(f) fiir 0 =t=a. Dann ist 


lf 
R@Q=> | Aer dt. 


-a 


Gemafi der Bedingung b) und einem Ergebnis von G. POLYA [I] hat 
auch die ganze Funktion 


[Ax (Dee dt—2i| f,(t)x’(d sin tz at 
= 0 
auter reelle Nullstellen. 
Es ist 
t=a taatk 


| f(t) x’(f) sintzdi== |} (x) sinfzadx= | sin tz dg, (x) = 
0 t t=0 


i 
=a “ sie 
= (x) sin tz \_— z | (x) cos tzdt= —z| F(t) cos tz dt, 
= 0 0 
da »,[x(a)] = (0) 0. Der Satz ist bewiesen. 


2. Mit Hilfe des Satzes | bekommt man also aus jeder Funktion von 
der Form (F) mit nur reellen Nullstellen eine neue Funktion derselben Art. 

Die Funktion x(t) € A(a) geniige noch der Bedingung: a’) x(0) >0. In 
diesem Falle nimmt die Funktion x(¢) im Intervall [0,a] zu, so daB x-*, wo 
Q=a< 1 ist, eine wachsende Funktion in demselben Intervall darstellt. Nach 
wohlbdekannten Ergebnissen von G. POLya [2] folgt, dafi die Funktion f,(t) = x-« 
zu der Klasse E(a) gehort. Aus dem Satze | folgt in diesem Falle, daf. 
die Funktionen /f,(t)=9(x)=x*, (l—e@)fA@ = (1—ea) 9, (x) =x'*,..., 
(1—a@) (2—a@)...(n—a@)f,() =x""%,... zu der Klasse F(a) gehtren. Da 
zu jedem 2 >—1 immer ein ganzes n und eine Zahl « mit O<@ <1 gehort, 
so dali 2 n—a ist, bekommt man die 
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FOLGERUNG. Wenn x(t) € A(a), x(0)>0 und 4>—1 tees so hat die 
ganze Funktion 


a 


x cos tzdt 


0 


nur reelle Nullstellen. 


So gehdrt z. B. die Funktion x 1—f%, wo q eine positive ganze Zahl 
bezeichnet, zu der Klasse A(1), wobei x(0)>0. Aus der Folgerung bekommt 
man das bekannte Ergebnis von G. Potya [1], nach dem die ganze Funktion 

1 

| (1 —?#*)* cos tz dt, 
falls 2 >—1 und gq eine ganze positive Zahl bezeichnet, lauter reelle Null- 
stellen besitzt. 


3. Es sei f(t) ein reelles, gerades Polynom, so dah f’(if) lauter reelle 
Nullstellen besitzt. In diesem Falle hat /’(t) im Intervall (0,+ cc) ein und 
dasselbe Vorzeichen, so dali f(t) daselbst streng monoton ist. Da aber auch 
F’@=+0 fiir O0<t<-+ oc ist, haben wir entweder lim f@)=+ oo oder 


lim f(f)=— x. Im ersten Falle, wenn man eine passende Konstante zufiigt, 
t>o 


kann man annehmen, dafi f(t)=0; und im zweiten Falle, daf f(#) =G. Es sei 
f(t) = 0. Dann stellt f(t) eine wachsende Funktion im Intervall (0,+ ce) dar. 
Ist also n > f(0) eine beliebige Zahl, so existiert wegen lim f(t) =+ © eine 


Zahl a, >0, so daB f(a,)—=n. Wegen der Monotonie von “t(0) gibt es nur 


ein einziges a,, wo lim a,—-+ o. Es ist also ie AEE AKG Jetzt liefert 


N+>+ 0 


unsere Folgerung das Ergebnis, dafi die ganze Funktion 


ie | cos tzdt 

é n 

O 

nur reelle Nullstellen besitzt. Da im Intervall (0,a,) die Ungleichungen 

0<f() <n, 0< [ 20)" e/® bestehen, so bekommt man, dafi die ganze 
n 


ies} 


Funktion Jer cos tzdt lauter reelle Nullstellen besitzt. Durch Grenziiber- 
‘ 0 
gang bekommt man: 
Satz Il. Wenn f(t) eine nichtnegative, gerade Funktion bezeichnet, so 
dap f’(it) ein Polynom mit nur reellen Nullstellen oder eine Grenze solcher 
Polynome ist, so besitzt die ganze Funktion 


foo} 


Jere cos tzdt 
0 


nur reelle Nullstellen. 
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Die Funktion /f(t)—acht— + (e-+e"), a>O, geniigt den Bedingun- 


gen von Satz II. So bekommt man aus demselben Satz das bekannte Ergebnis 
von G. Potya [3], nach dem die Funktion 
lee chiCOStZOL 


0 
nur reelle Nullstellen besitzt. 


(Eingegangen am 12. November 1954.) 
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O TPHTOHOMETPHYECKUX WMHTEFPAJIAX, NMPEACTABJIAFIOLUUX WEJIbIE 
mYHRKUUM, UMEFOWIWE TOJIbBKO BELECTBEHHbIX KOPHEM 


JI. Manes (Codus) 


(Peswme) 


B wacrosujen padore jaeTcA npocToe AOKasaTeAbCTBO ABYX TeOpeM. 

Teopema I. Ecau x(t) — 4eTHad wenad tpyHKuMA, 1A HEKOTOPOrO NOAO*KUTeNBHOrO 
a x(a)=0, a x'(it) ABaveTCA MpeseMOM MHOrOUNeHOR, BCe KOPHM KOTOPbIX BELECTBEHHBI, TO 
M3 TOrO, 4TO BCe KOPHH HHTerpana 


a 
| fo(t) cos tz dt 
0 
BeLICCTBEHHBI, Cieyet, 4TO 


a 


(fi (t) cos tz dt 
0 
TakoKe OONaaeT 9TUM CBONUCTBOM, re 
po(x) =fo(t), fit) =| poe) dv. 
i) 


Teopema Il. Ecan f(t) >0— uernan cpynkuna uf’ (it) sapaaetca npesenom mHOoro- 
4YJICHOB, HMCHOLUAX TOJIBKO BeCULCCTBEHHbIe KOPHH, TO BCe KOPHH HHTerpana 


@o 
(el costzdt 
0 

BELCCTREHHDI. 


PROJECTIONS OF PROBABILITY DISTRIBUTIONS 


By 
WALTER M. GILBERT (Pullman, USA) 
(Presented by A. Rény1) 


§ 1. Introduction 


A two dimensional probability distribution generates a family of one 
dimensional distributions by (orthogonal) projection upon straight lines in the 
plane of the distribution. Since projections on parallel lines are the same it 
is sufficient to consider only lines through the origin. It is of interest to see 
what properties of the “parent” distribution can be determined by an exami- 
nation of some or all of the projection distributions. If all of the projections 
are known the parent is completely determined, by a theorem of H. CRAMER 
and H. WOo_p [1]. A. RENy! [3] has given a condition under which a two 
dimensional distribution is determined by any infinite set of projections. His 
condition is that the two dimensional characteristic function be an analytic 
function of 6 for every r, where r and @ are polar coordinates. In this note 
we show that in general a distribution need not be determined by an infinite 
set of projections, and we give another condition which insures determination. 
We also show that if two projections of a distribution have analytic charac- 
teristic functions, then so have all the others, and the two dimensional cha- 
racteristic function is itself analytic. 


§ 2. Determination of the parent 


The fundamental theorem on the subject is due to CRAMER and WOLD 
[1]. It states that any distribution is determined by the set of all of its projec- 
tions. This is established by showing that the two dimensional characteristic 
function, considered on the line through the origin of inclination 6, coincides 
with the characteristic function of the projection on a line of inclination @. 
-RENYI’s problem is thus equivalent to finding conditions under which a two 
dimensional characteristic function is determined by its values on an infinite 


set of lines through the origin. 


13* 
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That an infinite number of projections need not determine atwo dimen- 
sional distribution, is clear from a slight modification of a well-known 
example of two distinct one dimensional characteristic functions which coin- 
cide on a finite interval. Such an example, attributed to KHINTCHINE, is given 
in Levy [2]. Let ,(¢) equal 1—|¢| for |¢| = 1 and zero for |t| = 1, and let g(t) 
coincide with y,(t) for|t)=1 but be periodic with period 2. (The distri- 
butions of which these are the characteristic functions are given in [2].) To 
form our example we consider the two dimensional characteristic functions 
W(t, b)=@ilt)gi(t) and Yo(t,t)—=9ilh)Go(h). Then y, and y, coincide 
along all lines Ly through the origin for which 7/4=6=3-7/4, but differ 
along all other lines. It may be noted that neither of the distributions asso- 
ciated with w, and yw, has any moments. 

On the other hand, we may prove the following theorem. 


THEOREM 1. /f the moments of a distribution F(x,,X2) are those of a 
determined moment problem, then F(x,, X.) is determined by its projections on 
any infinite set of distinct lines through the origin. 


Proor. It is sufficient to show that the values at the origin of all of 
the derivatives of the characteristic function w(t, ft) of F(x,, x») may be cal- 
culated from the characteristic functions ,(t) of a denumerable set of the 
projection distributions F;(x). 

Consider then characteristic functions g(t) (i= 1, 2,...,n+1) of n+I1 
projections on n--1 distinct lines, where the line L; makes an angle 0 = 6; < wv 
with the x, axis. By the theorem of CRAMER and WOLD, ¢(f) is the value 
of w(t,, ft) along the line through the origin making an angle 6; with the ft, 
axis. We may differentiate each of the (f) n times and put f=0. This 
yields n +1 linear equations: 


gi (0) = > CG} cos"” 6; sin’ ;. py"? (0, 0). 
7=0 

These may be solved for w~/)(0,0) provided the determinant of the coef- 
ficients is not zero. To show that the determinant is not zero, suppose for 
the moment that no 6; is 77/2. We may then divide the /-++1-st column by 
C; and the i-th row by cos" 6;. Letting y;—tg 6; we have the Vandermonde 
determinant, which will be zero only for tg6;—tg6; with i--/. But since 
0 = 6;< 7 this will occur only for 6;==6;, and we have supposed the 6's 
distinct. If some 6;—=-/2, all the elements of the i-th row are zero save the 
n--1-st, which is equal to one. We may then apply the above argument to 
the cofactor of this element. . 

A distribution may satisfy RENyI’s condition without satisfying ours. For 
example, the characteristic function associated with the distribution with den- 


; ] ‘ : Sa ae 
sity OA is constant for fixed r, but the distribution has no proper 


moments. An example of a distribution whose moment problem is determined 
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but whose characteristic function is not analytic (if such exists) would serve 
to show the converse. 

A condition which insures that a two dimensional moment problem is 
determined has been given by CRAMER and WoLD [I], p. 291. We may 
apply it to obtain a corollary which imposes requirements on the projections 
rather than the two dimensional distribution. 


COROLLARY. Suppose given the projections of a two dimensional dis- 
tribution on a countable set of distinct lines through the origin. Let w', be 
the n-th moment of the i-th projection. Suppose that the j-th and k-th pro- 


jections are such that 


> (us + Hn) Za OO, 
Then the two dimensional distribution is uniquely determined by the set of 
projections. 


§ 3. Projections with analytic characteristic functions 


The proof of the CRAMER—WOLD_ theorem suggests the following 
theorem, which, however, does not lead to unique determination of the original 
distribution. 


THEOREM 2. Jf two projections of a two dimensional distribution have 
analytic characteristic functions, then the same is true for any projection, and 
the characteristic function of the parent distribution is an analytic function of 
two complex variables in a neighbourhood of the origin. 

PROOF. In WINTNER [4] it is shown that a characteristic function is 
analytic for t <q if and only if 42, O[(2n)!p °"] as eee for everyO<p<gq. 
Following [4] and using Stirling’s formula, (u2,)?”= kn is equivalent to 

1 
to, = O[(2n)! (ke) 2°"). Thus (u2n)"" = kn is flecessary and sufficient for the 
analyticity of the characteristic function, and the k determines a minimum 
radius of convergence of the Taylor series about the origin. 


It is no restriction to suppose that the two lines on which w(t,,f) is 
analytic are the coordinate axes, since a linear transformation will make this 
1 1 


so. We have then (v5,)° "= kin and (un) == kon. Let Un + Hanon. Then 


Fon < [(ky” + (e)"] ELSE TA way 2" so that An2"<kn also. Let F, be the 
distribution resulting from a projection on a line with direction cosines c, 
‘and c,. Then 


ton(F.) =| | (cr X1-+C2X2)” dF (x1, X2) 5 | kes + x3" \d F(x4, X2) = 2°” doy 
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1 


and so there is a K such that for any projection [u2, (F.))'" < Kn, and a cor- 
responding uniform minimum radius of convergence. It follows that the mul- 
tiple Taylor series converges for any point within a circle about the origin 
in the real (¢,, 4) plane and therefore witnin a polycylinder in the space of 
two complex variables. 

The argument of the last paragraph is easily applied to show also that 
if any two projections have n moments, then so has any other projection and 
so has the parent distribution. 


STATE COLLEGE OF WASHINGTON 


(Received 12 November 1954) 
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O MPOEKUMAX PACMPEAEJEHUMA BEPOATHOCTEM 
B. M. ok ua6epr (fyapman, CLA) 


(Peswme) 


A. Peubu B padote [3] cTabua BOMpOC 06 yCnOBMAX, MpH KOTOPHIX AByMepHoe 
pacnpepenenne BeposiTHOCTen ONpefenneTcA ero MpOeKUMaMN Ha GECKOHEYHOE MHOKECTBO © 
PpasM4HbIX MPAMbIX, NpPOXOAALIMX Yepes HayanO KOOPAMHAT; OH %Ke Pan AOCTaTOUHOe 
ycnosue atoro, B wnacroauen padoTre npuBogutcs, C OAHOM CTOPOHbI, NpocTow mpumep 
pacnpeyenenna, He sABNALOUYerOCA OnpepeNeHHbIM O€CKOHEYHBIM MHOKECTBOM ero pas- 
JMYHbIX MpOeKUMM, a C APyrOM CTOPOHbI WOKAasbiBaeTCA, 4YTO eCAM [IA AByMepHOrO pac- 
npeyenennA (ByMepHad) MpOOAeMA MOMEHTOR SBANeTCA ONpeseNeHHbIM, TO pacnpeneneHne 
OnpeseAAeTCA MOObIM OECKOHEYHbIM MHOKECTBOM erO pasAM4HbIX MmpoeKunH. JLoKaspiBaetca, 
HaKOHeM, 4TO eCAM XApakTepHCTHYeCKHE (PyHKUMM AByX NpoeKuMM AByMepHOrO pacnpenenennsA 
aHaMTHYHbI Ha MHTepBale COsepxKaulem TOUKY O, TO 9THM Ke CBOMCTBOM OOsapatoT BCe 
MpOeKUMH AaHHOrO pacnpefenennaA, a AByMePpHaA XapakTepucTuyeckad (hyHKUMA pacnpepe- 
JeHnA TawKE AHAINTHYHA B OONACTH COMepKAeH HaYanO KOOPANHAT. 


REFINEMENT OF A PROBABILITY LIMIT THEOREM 
AND ITS APPLICATION TO BESSEL FUNCTIONS 


By 
M. FISZ (Warszawa) 
(Presented by A. Rény1) 


1. We consider two independent Poisson random variables X, and X, 
distributed according to the law 
wi 


(1) PX=N=e, 


Mevuere Wes fe]. 2 hee OD... 

_ The difference X,—X, is, as w,— co and w,— oo, asymptotically nor- 
mal. This has been shown by J. O. IRwInN [1] for the special case w,= wy, 
and for the general case by M. Fisz [2] and [3]. 

The problem of the refinement of these limit theorems is dealt with in 
this paper. The results obtained are given in formulae (7) and (11) and as 
a byproduct the asymptotical formula (13) for Bessel functions with purely 
imaginary argument has been obtained. 


2. Let us consider the Poisson random variables mentioned above and 
let us suppose that 


(2) Wwi=nd; (i== is 2) 
where ad, and d, are some real and positive constants. Let us denote 
k—(w.—w, 
3 Lz — 
°) /w,+w, 
4 (2) i had exp es 5] 
(4) ¢ lees 2) 
WitW) 2 (r= 2, 4, 6,...), 
(5) see tee Dae Fe 
(W.—W,)(Wi+ Ws) > Leet 3, Dyce): 
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Finally let F.[—¢(z)] denote the function which can be obtained for 
each value of r=1,2,... from the identity: 


© ool Seino] aller rely) 


by comparing the coefficients of re on both sides of this identity. In the for- 
n 


mula (6) we have 


(9 (2? = (— This 7 exp | ate _ H+ (2), 


where H,.2(z) is the Hermite polynomial of order r+ 2. 

The following theorem will be proved. 

THEOREM. Let X, and X, be two independent random variables distri- 
buted according to (1) and let the equalities (2) hold. Then, as w;— ~ (i= 1, 2), 
the asymptotical formula 


Pals FOG sa ky=3 


9+ FL-9@){ +0] — 


(7) Semel 
/w,+w, 


holds for each integer u = 1. 


ut+l 


(Ww, + W) 2 


Proor. We deduce the assertion of our Theorem from the following 
theorem given by C. G. EssEEN [4]: 

Let €,,&,... be independent and equally distributed, integer-valued 
random variables having the mean value m and the standard deviation o==0 
and finite moments of order » =3 and let the greatest common divisor of 
the differences of pairs of all possible values of § be equal to 1. Then the 
asymptotical formula 


(8) Sod fs 
ST Ga @(z) ot. >> = r - | v-1 
on | ie \ ne’ 
- holds, where 
Pp fol LL 
oln 


(z) is given by (4) and the functions U, can be determined for each r from 
the formula 


T 


(9) exp Pr = vr ( Hf {a Aart Lu, [—¢(2)] (= ), 


in which 4,,; is the (r+ 2)-th semiinvariant of the variable by 
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The applicability of the theorem of EssEEN to our Theorem follows from 
the fact that the addition theorem is satisfied for Poisson variables and their 
differences. Taking into account the relations (2), we can write 


Xi= 2 nin (i= 1, 2), 
where 7. (k= 1,2,...) are independent and equally distributed Poisson 
variables having the mean value d; (i= 1,2). The variables 
bk FD —— 1) 1 (KSe1 200...) 


satisfy all the assumptions of the theorem of EsSEEN and have finite moments 
of arbitrary order. The semiinvariants of & are given by the formulae 
n2(w,tw,) 2 (r=2;4)5,.); 
ut r+2 
fn? (w.—wW,)(Wi+ wm) 2 (fF =I, 3,...): 
Taking into account the formula (10), we obtain from (8) and (9) the 
formula (7). 
Our Theorem is thus proved. 
In the case when X, and X, are equally distributed, thus when w, = wy, 
all coefficients u,.2 given by (5) vanish for odd values of r. It is then con- 
venient to write the formula (7) in the following form: 


(11) P.(k) =P(X,—X, =) = rag PO +d Pal 9(2)] 


a 0) Ar+2 = 


xp 


wet © 


Let us observe that the exact value of P,,(k) is given by the formula 


Fae wee sh 
(12) P.(K) =e" >: Tsib! == 67" [,(2W), 


where /,(2w) is a Bessel function with purely imaginary argument. From (11) 
and (12) we obtain the following err tulsa. formula: 


3) h(2w) = ee | 92) +> Fol-9@) altars fh 


Let us observe that the formula (13) should be used for large k and 
large w, namely when & is of order /2w. 
We shall finally give two short expansions of the formulae (7) and (12). 


We find namely 


R= 5-9 @)) = 


1 -— W—w 
e -_ 


* A; (2), 

(w, + w.)? 

P=“ [9 +57 Gir 9) = 
> = 11,42) ee) (w.— Ww) a 

= PiCean TW EW els 


‘Yon 


OV 270 
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where H(z) is the Hermite polynomial of order 7. We obtain then 


iaeay te . —3z)+ 
Pan) eeu) a2) Glee mae 


|-4 62°+-3+ a 


1 
24 (W, + Wy) 


war 2+ 152— 452+ 18)|{ + 


, 


arc 


Pek) = ym exp (— 5)|' se (—2'4+62+3)|+o[53]. 


I express my gratitude to A. RENy! for his. valuable suggestions. 


(Received 7 December 1954) 
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YTOYHEHHE OHOU BEPOATHOCTHOM MPEEJIbBHOM TEOPEMBI 
M EE MPMMEHEHHE K BECCEJIEBbIM ®YHKUMAM 


M. ®uw (Bapuiara) 


(Pe310 Me) 


IIpumenaa oOuyio Teopemy Occeena (cm [4]), aprop paer acumnToTHyecKoe 
pasnoxKenne (7) AA pacnpefenenua BepOATHOCTeH pasHOCTH j\BYX HeSaBHCHMBIX Myacco- 
HOBCKHX CyYaHHbIX BeTM4NH. C NOMOLIbIO aTOrO pasIOKeHHA NOAyYaeTCA aACHMNTOTH- 
yeckad (popmya (13) AA Gecceneson ipyHKunH MOpayKa k c yncTO MHUMBIM apryMeHTOM. 


BEMERKUNGEN ZUR APPROXIMATION EINER REELLEN 
ZAHL DURCH BRUCHE 
Von 


P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von P. Turdn) 


Es sei @ eine Irrationalzahl. Zu jeder @ gibt es bekanntlich unendlich 
viele Zahlenpaare p,q, fiir die 


(1) lge—p|<—, 
und sogar 
' 1 
(1’) C= a 
qd Pl \5q 


tole 


gilt; der Faktor 5 
kleineren ersetzen. : 

Wahrend der Abfassung eines Lehrbuches hat Prof. TURAN folgende 
Frage gestellt: Es sei 0 eine reelle Zahl mit 


auf der rechten Seite von (1’) laf&t sich durch keinen 


Oso = 1 
und man betrachte die Zahlenpaare p,q fiir die 
(2) lqe—p| <q?" 


gilt. Was 1a8t sich dann tiber die ,,Dichtigkeit‘‘ der g aussagen? Wenn also 

M(a,0,n) die Anzahl der g =n bedeutet, fiir die (2) giiltig ist, so soll das 

M(a, 0, n) 
n 


Verhalten des Quotienten untersucht werden. Es soll ferner unter- 


sucht werden, was sich tiber die ,,Lokalisation‘‘ dieser g aussprechen labt ; 
es soll also fiir jedes n eine méglichst kleine Zahl m—m/(n) derart ange- 
geben werden, dafi zwischen n und n-+-m mindestens ein (2) erfiillendes q¢ 
existiert. 
Prof. TURAN hat bewiesen, daf stets 
(3) M(a, 0,n)>n° (0 > 0) 
1 
gilt, ferner, daf ebenfalls fiir 0 >0, zwischen n und n° mindestens ein (2) 


erfiillendes q liegt. 
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Prof. TURAN hat seine obigen Resultate P. ERDOs und V. JARNIK brieflich 
mitgeteilt. In seinem Antwortsbriefe hat P. ERpds folgendes bewiesen: Es gilt 
(4) M(a,0,n)>Klogn (K konstant), 
sogar etwas scharfer: bezeichnet M.(@,0,n) die Anzahl der natiirlichen g =n 

1 
mit |ga—p|<cq", so gilt fir c=5 ® stets 
(4) M.(a@, 0, n) > K, log n, 
wobei zu beachten ist, da A. nicht einmal von @¢ abhangt. 

V. JARNIK hat fiir die Satze von TuRAN und auch fiir (4’) einen Beweis 
gefunden und die Frage aufgeworfen, ob sich (3) bzw. (4) nicht verbessern 
lassen. 

In der vorliegenden Note wiedergebe ich mit der freundlichen Erlaubnis 
von Prof. TURAN seinen Beweis fiir (3), zeige, daf (3) im allgemeinen nicht 
verbessert werden kann und gebe die méglichst beste Lokalisation der (2) 
erfiillenden gq an. Daf (4) scharf ist, kann z.B. bei ee durch eine 


leichte Rechnung bestatigt werden. Ich beweise die folgenden Satze: 


SaTz 1.' Fiir 0 >0 gilt (3); andererseits gibt es ein «, fiir welches mit 
unendlich vielen n 
(5) M (a, 0, n) < K(0)n?° 
gilt, wobei K(0) nur von 0 abhdnet. 

SATZ 2. Es sei ¢>0O und 0O=0=1 gegeben. Dann gibt es ein nur von 
é und 0 abhdngiges N.—=N,(é, 0) so, dap zu einem reellen @ zwischen N und 
eN'* stets ein n mit 

Ina—m|<n-? (m eine geeignete ganze Zahl) 

liegt, falls nur N>WN,. 


SATZ 3. Es sei g(x) eine positive, fiir x» co monoton gegen Null stre- 
bende Funktion. Dann existiert eine Irrationalzahl e@ und unendlich viele 
N,(r= 1, 2,...) flir die zwischen 

N, und g(N,)N'® 
kein n existiert, fiir welches mit irgendeinem ganzen n 
(25) |na—m| <n? 
gilt. 
Dieser Satz besagt, dai Satz 2 nicht mehr verscharft werden kann. 


Bevor ich zum Beweis der ausgesprochenen Tatsachen iibergehe, méchte 
ich bemerken, da nichts ausgesprochen werden kann, wenn man aufer (2) 


' Wie mir Prof. Turan mitteilte, hat diese Ungleichung P. Ervés auch gefunden. 
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bzw. |ne—m| <n noch (p, q)=1 bzw. (n,m) ~=1 verlangt. Dies folgt leicht 
aus den elementaren Tatsachen der Kettenbruchlehre. 

Nun beweise ich die ausgesprochenen Sitze. 

BEWEIS DES SATZES 1. 

Den folgenden Beweis von (3) hat mir Prof. TURAN mitgeteilt. 


1 é 
Man setze aap | r — [nm und man betrachte die Zahlen 


Mm, = xa—|xa] (¢==051)2.5%5 7K). 
Nach dem Schubfachprinzip gibt es ein Intervall 
Peel tae 
Abe al 
derart, daf in /, mindestens r+ 1 Zahlen Mx, (2=1,2,...,r-+ 1) liegen; es. 
gilt also 
1 
(6) | Mxg— Mx,| = |ya—x| < = (== 2.3y..5, 7-4 1), 


wobei y eine natiirliche Zahl = kr bedeutet, wahrend x ganz ist. Aus (6) und 
é6 


aus der Definition von & und r folgt, daB fiir mindestens Fea Zahlen unter 
kr, also erst recht unter n die Relation 


(7) aX eee LYE 
gilt. Bestimmt man 0’ aus 
1 ¥ 
a aad 


so erhalt man (3) mit 0’ statt 0, was zu beweisen war. 

Nun beweise ich (5). Es bezeichnen (hier und im Folgenden) a, a,,... die 
Kettenbruchnenner von @, - aor die N&aherungsbriiche von «. Ferner 

0 1 

bezeichne N(a,/,n) die Anzahl der y=n mit (va) €/, wobei / ein gege- 
benes Teilintervall von (0,1) bezeichnet, wahrend ( ) den Bruchteil der in 
der Klammer stehenden Zahl bedeutet. Im Folgenden bezeichne /, der Ktirze 
halber die Vereinigung der Intervalle (0, n°") und (1—n*", 1). Dies wird, da 
wir 0 (0>0) festgelegt haben, kein Mifverstandnis verursachen. Dann gilt 


offenbar 
r+1 


(8) M(a, 0, n) < > {N(@, Is,4,By)—NG In,_4) Bra)}, 
yv=1 


2 Prof. Turan hat die entsprechenden Fragen auch im Falle simultaner Approximation 
mehrerer reellen Zahlen aufgeworfen. Die entsprechenden Resultate haben auch Anwen- 
dungen. Auf diese Fragen beabsichtige ich in einer spateren Note zuriickzukommen. 
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wobei r denjenigen Index bedeutet, fiir welchen B, =n<B,,; gilt. Die Rolle 
der B, kann in (8) jede streng zunehmende Folge ganzer Zahlen tibernehmen. 
Da8 wir eben die Folge der N&aherungsnenner von @ gewdahlt haben, wird 
spater ausgenutzt werden, vgl. Formel (9). 


Aus 

\la—k| <I> (/ natiirlich, k ganz) 
und 

orm 1= 8 = fade 
folgt namlich jedenfalls 

(le) € fs, _, 
: i 
Man setze insbesondere a —a,—--- =1 |also «=> a ; und = ees 
Dann folgt aus (8) 
r+l 

(8) M(«, 0, B,) < 2 {N(c, In,:» Br) —N(@, In,» By-1)}. 


Nach einem Satz von BEHNKE’ gilt 


is (N(@, Iz,_,, By) =2B,B 4 + O(1), 
| N(q, Ip, } B,-1) == ean > a O(1). 
Daher ist die rechte Seite von (8’) gleich 


r+1 \ 
2S Br(6,—B,-1)+0()=2 SB 3 —1] + 000, 


V5+1 B, 

2 TBs 
r+1 
Ds: 


also [ wegen c= < 2| kleiner als 


oe Bs er O (log B,41). 


Da (fiir jedes «) bekanntlich 
Bare 2B (a= lea.) 
gilt, folgt hieraus 
M (aq, 6, B) <4 Be (1-27 2 ok) 0 (log Bag 
= = _ 45+ 4 O(log By), 


womit (5) bewiesen ist. Die ie nach dem kleinsten Wert K,(0) von (0), 
d.h. nach derjenigen Zahl, fiir die 


M(a, 0, n) > K,(0) n°, 


3-H. Bennxe, Hamburger Abhandlungen, 3 (1924), S. 261—318. 
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aber bei beliebigem ¢>0 fiir geeignetes @ und unendlich viele n 

M(q@, 0, n) < (K,(0) + )n? 
gilt, bleibt offen. Sowohl der Turansche Beweis von (3), als mein Ansatz, der 
zu (5) fiihrte, scheint in dieser Hinsicht zu roh zu sein. 


BEWEIS DES SATZES 2. @,Q,,... bzw. a, ae habe dieselbe Be- 
0 1 

deutung, wie bei dem Beweis von (5). Bekanntlich gilt fiir jedes natiirliche r 
1 

10 B,a—A,|< ; 

(10) |Bra— Ar) < 

also fiir jedes natiirliche c 

{10’) cbr 0A, (2. 
Brat 

me 
oe By4i m . (e 1 , : ee eo 
Fir c= / ; ] gilt = , wegen (10’) ist also fiir natiirliches 
Be Bas (cB; 


erst recht 
(11) epee Al = (cB) 
Es sei nun n gegeben, und es bezeichne r—r(n) denjenigen Index, 
fiir welchen 
(12) Bees Bai 
gilt. 
Es darf ohne Beschrankung der Allgemeinheit 
(13) ’ Byi1 > 4B,,; 
also a,.; = 4 angenommen werden; sonst ware namlich B,,; eine Zahl, die 


(2) geniigt und fiir die n< By S4n. 
Wir unterscheiden nun zwei Falle. 


1) Es sei zuerst 
1 


(14) n = (B, B41) —B,. 


1 


r 


Bae 
Fiir jedes natiirliche c= Ea gilt nach (11) 


(15) lcB,a—cA,| < (cB,)°. 


208 P. SZUSZ 


1 
, B, 5 I+6 ‘ ] 
Je zwei konsekutive der Zahlen cB, (as Ly Zee | =a | haben vonein- 


ander den Abstand B,; wegen (14) ist jedenfalls 


1 


n= B, | ae 7) 
a: 


Daher gibt es ein cB, mit (15), fiir welches O=cB,—n < B,, womit unser 
Satz 2 im Falle 1) bewiesen ist. 
2) Es sei nun 


1 


(16) n > (B,B,41)'** —B,, 
also wegen (13) und d=1 gewif 


1 
, Byss B,.\*** 
(16 ) n> ae ¢ 


Dann folgt aus (12) und (16’) 


4 
ek NSP a B wae: 


r 


da B,.1, als Naherungsnenner von « der Relation | B..;3@—A,s1| < B+ geniigt 

und B,.— co fiir r— ov, ist unser Satz 2 auch im Falle 2) bewiesen. 
BEWEIS DES SATZES 3. Es bezeichnen a, a@,,... die Kettenbruchnenner, 

Ay 


B’ 7 ... die Naherungsbrtiche von @. 

Bekanntlich* gilt 
(17) \ye—x| = |B.1@—A,-1|, 
falls y natiirlich, x ganz ist und y< B, besteht. 

Es sei n gegeben; r bedeutet denjenigen Index, fiir den (12) gilt. Dann 
lagt n eine Darstellung von der Form 
(18) n=qB,+s (Qsa¢gsau, 02s— 08 
zu. Ist dann m eine beliebige ganze Zahl, so gilt 


Ina—m|=|qB,¢+sa—m|~=|q(B.e—A,)+sa+qA,—m|. 


Ist insbesondere s = 1 und g= aoe , so folgt aus der bekannten For- 
mel? 
B,a—Ay; 1 1 
B,-1a@—Ay-1 Cpt S Qy+1 


4 Vel. z. B. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen, \l. Aufl. (Berlin—Leipzig, 1929), 
SROs: 
5 Vgl. Perron, loc. cit., S.42, Formel (4). 
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(hier bedeuten ©, ¢,,... die vollstandigen Quotienten der Kettenbruchentwick- 
lung von «) 
| |jne—m| = |se—m+qA,|—q|B,ae—A,| = |B,-1@— A,-1|— | B,@ — A,| > 


q 
| ere Ara | — 


‘ ] 
s (1 ~ 2 ] |Be1@—A,1| = > |B 1¢@—A,-a]. 
Alles bisher bewiesene gilt allgemein. Wir versuchen nun, die Ketten- 
bruchnenner a, @,... von @ geeignet zu wahlen. 

Ich nehme an, dab die a, (r—0O,1,...) so stark anwachsen, daf stets 


146 1 


(20) Bas > 4% Be 
gilt. Dann behaupte ich, daf fiir r—1,2,... zwischen 
; : 1 

Brit 


2(B, Bris)? und Se 


keine solche natiirliche Zahl n liegt, fiir welche 
|na—m|<n® (m ganz) 
gilt. 


Brit erfiillendes n und 


Man betrachte namlich fiir ODEO ne 
ganzes m den Ausdruck 
(21) |na—m|. 
Wir stellen 2 in der Form (18) dar; es ist also eine untere Schranke fiir den 
Ausdruck 


AB) |qB,a+se—m| 

anzugeben, wobei m samtliche ganze Zahlen durchlauft, wahrend 
i 
cide B, 

(22) 2(B, Bras) *° < GB. +s < a 


besteht. Wir unterscheiden nun zwei Falle, je nach dem s—O oder s=1 
gilt. 

1): Es~sei zuerst s—O. 

Dann ist wegen (22) 


f 
‘ B,. 1 1468 Bry ~ Ay 1 
(23) 2(=3"| <q< as 


14 Acta Mathematica VI/1—2 
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Ich zeige, daS fiir g= — 


2 
\qB,a—m| = ne 


gilt. Dies kann folgendermaben geschehen: Ist |gB,¢—m|<1, so ist jeden- 
falls entweder 
m= [qB,e] 
oder 
m == [qB,a]+-1. 
Daher gilt 
\qB,a—m| > min {(qB,a), 1—(qB,@)}. 


: “ Qy+4 
Nun ist aber fiir g = 


min {(q B,.@), 1—(qB,@)} = q|B,a—A,|. 


Daher ist wegen der bekannten Relation |B,@—A,| > ae und wegen (23) 
rtl 


1 


— Rees, q 2 (Bay l =— i pes 
eT a CAE Cary Bay | B° By 41 (B, Brss) z "er 


was zu beweisen war. 
2) Es sei jetzt in (21’) 
bee $= 55 


Die zweite Ungleichung der Formel (23) gilt auch in diesem Falle. 
Daher folgt aus (19) und (20) 


1 1 ae 
(24) |jna—m| > > |Br1a—Ar-1| > Gp- > (Br Brus) 1+0 per 
womit wir unsere Behauptung auch im Falle 2) bewiesen haben. 
Wir haben also gezeigt, dafi falls die Kettenbruchnenner a, a,,... von 
« geniigend stark anwachsen, zwischen 


1 
2(B, Bys1)'+6 
und 
=H 
> r+l 
keine Zahl n liegt, die mit irgendeinem ganzen m 
(25) |na—m|<né 


leistet. 
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1 
Setzt man 2(B,B,.1)'*®=—=N,, so besagt unser Satz, dab zwischen 


Nit 


(26) N, und 
kein n mit (25) liegt. 
Schreibt man 


f= a fir Be<x< Buy 


und ist g(x) eine positive, monoton gegen Null strebende, aber sonst belie- 
bige gegebene Funktion, so kann durch gentgend starkes Anwachsen der 
a, Offenbar erreicht werden, daB fiir unendlich viele r 


I(Nr) > &(Nr) 
gilt. Hieraus und aus (26) folgt, daB fiir unendlich viele r zwischen 
N, und g(N,)N;*? 


kein n mit (25) liegt. Damit haben wir auch Satz 3 bewiesen. 
Zum SchluB spreche ich Herrn Professor TURAN meinen Dank aus dafiir, 
da er mich auf diese Probleme aufmerksam gemacht hat. 


BUDAPEST, INSTITUT FUR ANGEWANDTE MATHEMATIK 
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 


(Eingegangen am 29. Januar 1955.) 


SAMEYAHMA K AMNMPOKCHMAUMM BELECTBEHHbIX YMCEJ] JPOBAMM 
Il. Croc (Byganeut) 


(Peswme) 


Ilyctb @ — BeLeECTBEHHOE 4UCIO, a O BELLLECTBEHHOE 4NCNO, yAOBAeTBOPAIOMIee yCrOBNIO 
0=46< 1. PaccmorpumM HaTypambHble 4ucna g, ANA KOTOPbIX NPM HeEKOTOPOM UWeNOM Pp 
UMeeT MECTO 
(1) lae—p| <q”. 

-O6o3sHauum yepes M(a, d,n) uncno Tex 3HaYeHMM g, He NpeBbUAawUNX N, WIA KOTO- 
pbx BEmmomHAetca (1). Tora cnpapeanmpa cnenyroulaa 


Teopema 1. [Ina BCAKOrO BeLeCTBeEHHOrO @ UMeeT MECTO 


(2) M(c,0,7n) > nv 
u, c apyrou CTOPOHbI, CyUeCTByeT 3Ha4eHHe &, ANIA KOTOPOTO 
(3) M(a, 6,n) < K(6)n'~%, 


Tae uncno K(6) 3apucuT TOmbKO OT. 0. ErO HaMMeHbUee 3HAYeHHe HeMsBeCTHO. 
O ,ajOKanusaunu“ HaTypanbHbIx uucen g, yROBNeTBOpAIOUIMX (1), MOKHO CKazaTb 


cnenyrouee : 


14* 
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Teopema 2. /\na fannoro « > 0 cymjectsyeT Takoe uncno N= N(«), 4TO MexKay 


nu en'ité 


nonajaet xOTa Obl OFHO BHa4eHUe Gg, yAOBIeTBOpAHOUee (1), eCam TOMbKO n> N. 

Teopema 3. Tlycrp f(x) — nonoxuTenbHad (pykKuNA, CTpemAlladcaA K Hy AIA 
x —» oo. Tora cyulectByeT TakOe 4NCIO a, YTO AA GECKOHEYHOTO MHOMKECTBA 3HAYeNUM 7 
Me@dK ALY 

n u_ f(n)n'*? 

HeT HH OfHOrO BHa4eHHA Gg, yROBAeTBOpsOUlero (1), Tak 4TO TeOpema 2 HE AONycKaeT 
yayuwenns, : ; 

Tpusepennoe pOKasatenbcTBo oT (2) mpnHannexuT npodeccopy I]. Typau. Bce 
Apyrne yTRepPKZeEHUA AOKAZbIBaIOTCA C NOMOLIbIO TEOPUH WeNHBIX Wpoden. 


EXTENSION OF FUNCTIONS SATISFYING A LIPSCHITZ 
CONDITION 
By 
J. CZIPSZER (Budapest) and L. GEHER (Miskolc) 
(Presented by G. Avexits) 


It is a simple fact that a function f(x) defined on a set of the real line 
and satisfying a Lipschitz condition 


IFO)—F()| = K|x—y| 
may be extended to the whole real line so that the Lipschitz condition with 
the same constant K remains valid for the extended function. The present 
paper deals with the generalizations of this theorem for functions defined on 
a subset of a given metric space. 


S31 
In this section we shall prove the following theorem: 


THEOREM I. Let X be a metric space. Let f(x) be a real function defined 
on a subset S of X and satisfying a Lipschitz condition of the form 


If(x)—f())| S Kxy 
(K= 0, xy denotes the distance of x and y), i. e. 
F(x) € Lips(1, *). 


Then there is a real function F(x) defined on X, equal to f(x) on S 
and satisfying the same Lipschitz condition, 1. e. 


F(x) € Lipx(1, kK). 
If X is the n-dimensional Euclidean space R,, then this theorem is 
contained in a theorem of M. D. KIRSZBRAUN,’ which asserts that if f(x) is 


1 M. D. KirszBraun, Uber die zusammenziehende und Lipschitzsche Transformation, 
Fundamenta Math., 22 (1934), pp. 77—108 (esp. p. 94, Hauptsatz I). 
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defined in a subspace of R,, takes values in R, and satisfies the Lipschitz 
condition 


F(x) F(Y) = Kxy, 
then it may be extended to the whole space R, preserving the same Lipschitz 
condition. 

From the other hand, Theorem I guarantees the possibility to extend 
every function, defined on a subset of a metric space, ranging over R, (or 
more generally over any n-dimensional Banach space) and satisfying a Lip- 
schitz condition with constant K, to a function which is defined throughout 
the space and satisfies a Lipschitz condition with constant nk (or with 
some other constant). 

We shall show that the function 


Eee [f(y) + Kx] 
yES 
is the desired extension of f(x). 


Before starting the proof, we should like to show how one can hit upon this for- 
mula. If x is any point outside S, then f(x) must be defined so that the inequalities 


(1) f(y)—KxyS f(x) Sf(y) + Kxy 
shall hold for every y€S. Now for any two points y,z of S 


fO)—f@® <KyzSKxy+ Kxz 


sup [f(y) —Kxy] S inf [f(2) + Kxz]. 
yES zES 


and by this 


This inequality shows that with suitable choice of f(x) we can satisfy (1): with 
(2) sup [f(y) —Kxy] = f(x) Sint (f(y) + Kxy] 
yes yes 


this is already attained. Now repeating this procedure we can extend f(x) by every step 
to one new point, and with the help of the well-ordering theorem we can define f(x) at 
last everywhere. This procedure is nearly the same as the one used for the proof of the 
theorem of Hann—Banacu.2 But fortunately this successive construction can be replaced by 
a much more simple construction: if we define f(x) for every x to be equal to the left or 
right end-point of the interval (2), we get a function which satisfies the prescribed Lip- — 
schitz condition not only “between” two points one being in S and the other outside S, but 
“between” any two points of the space. 


PROOF OF THEOREM I. A) F(x) is everywhere defined in X. For a fixed 
z€X we have the inequality 


f(y) + Kxy =f(2) + Kxy + f(y) -f@)] 2 F(2) + Kxy— Kyz = f(z) — Kxz 
which shows that the set of values 


Fy) +Kxy yes 
for any fixed x is bounded from below and that gives the assertion. 


2S. Banacn, Théorie des opérations linéaires (Warszawa, 1932), Théoréme I, Chap 
ll and Théoréme 2, Chap. IV. 
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B) If x€S and y€S, then 
F(x) + Kxx = f(x) 


F(y)+ Kxy = f(x). 


and 


Consequently, 

P(x)=af(e)? tor: x eS 
and so F(x) is in fact an extension of f(x). 

. C) We shall now prove that F(x) € Lipx(1, K). Let x, and x, be two 

points of X. For a given «>0O we may choose a y€S so that 

F(x) = f(y) + Kx y—e 
holds. Then we have 

F(x.) — F(x) S$ f(y) + Kay —[F(y) + Kx y—] = 
= K(Y—xXy) +e SKXXM+8. 


We get similarly 

F(x,)—F(%:) = Kx,x.+e. 
Hence 

| F(%1)—F(%)| = Kx +6. 


Since « is arbitrary, we see that indeed 
hed € Lipx(1, K). 


Thus the proof of Theorem I is complete. 


§ 2 
We shall now give a sort of generalization of Theorem I. 


THEOREM II. Let X be a metric space. Let f(x) be a real function defined 
on a closed subset S of X which satisfies in every point x of S a Lipschitz con- 
dition of the form 

f(x)—f(y)| = Kxy for xy<d (K = 0,0 >0), 


where K and 0 depend on x. (We shall denote this property by saying that f(x) 
belongs to LIPs or briefly to LIP). Then there is a real function F(x) defined 
on X, equal to f(x) on S and which belongs to LIPx. 


Proor. For the time being let us suppose that f(x) is bounded 
f(x)|=M for xe€S. 

It is obvious that by a suitable change of A the Lipschitz condition 
Fx) —f()| = KOXP 


shall hold for every y. Tne notation K(x) sets in evidence that 4 depends 
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on x. We shall show that the function 
F(x) = inf FQ) + KO) x91 


is the desired extension of f(x). 
It is obvious that — since f(x) is bounded — F(x) is defined everywhere. 


In the same way as in the previous §, we see that 
FO) =f[G) ies ee: 
We have still to prove that F(x) satisfies a Lipschitz condition in every 


point x. 
We choose a point x). First we suppose that x, belongs to S. Then 


we have 


F(x) = f(%) + K(X) X Xo 
or 
F(x) —f(X) = F(X) — FQ) = KM%) XX0- 
If y belongs to S and y=- xX), then 
f(y) F(X) = —K(y) Xo 
and var 
F(Y)—FX%) = —KO%) Xo. 
Multiplyi first i li ith xy the second with cee 
ultiplying the first inequality wi hie e xy + XX 
we get 
Xo V 


I Y—fO) = —[A(y)x7+ K(X) XX] = = 
Hence 


K(X) XX 

Fey, = RO) + KC) Xd 
Sy) + K(y)xy = f (Xo) — K(X) XX, 
and this last inequality is true also in the case y= Xp. 
We see at once that 
F(x) = he [F() + K(y)x¥] = F(%) —K Xo) XXo 
or | 
F(x) —f(Xo) = —K (Xo) XXo. 
So the inequality 
F(x) —F (Xo) | = | F(x) — F(%)| S K(x) XXo 

holds, i.e. F(x) satisfies a Lipschitz condition in every point of S. 


Now let us suppose that x,€ X—S. We denote by d=d(x, S) the 
(positive) distance of x, from S and consider the open neighbourhood U of 


X) with center x, and radius Fd. 


For x € U and for any fixed z€S 
F(x) Sf(@)+ K(2)xz S f(z) + K(2) dz, UV). 
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From the other side 
F(x) = inf f(y) = —M. 
yES 


The last inequalities show that |F(x)| is bounded in U by some N: 
tF(x)| = N Cre 0); 


Now let us choose a point x, from U. For a given «+0 we can find 
a ye€S so that the inequality 


(1) F(a) = f(Y)+ Ky) ay—e 
shall hold. If we subtract this inequality from 


F(%) Sf(W+K(y) XY, 
we get 


(2) F(x) —F(x) = KV) GY—K) +e = Ky) HR +e. 
From (1) it follows 


K(y)= 


F()—fy) +e _ N+M+e 
xy =, a ; 
Z 


Hence and by (2) 


F(x,) —F (x) = 


eg ee Xp Xp e, 
2 

and since « is arbitrary, we have 

+M 


F(x) —F(x,) S ayes OE ae 
The analogous inequality 


F(x) —F(m) = 25+" sex, 


may be deduced in the same way, so that together we have 


|F(,)—F(a)| 2 XX 


N+M 
d(Xy, S) 
for 


XX << 5 UX, S), 


i.e. F(x) satisfies a Lipschitz condition in every point of X—S. 
Thus Theorem II is proved under the hypothesis of the boundedness of 
F(). . . . . 
In the case the function which is to be extended is not necessarily 
bounded we shall need the following remark : 
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If |f(x)| <M on S, then the extension of f(x) may be chosen so that 
this inequality will hold throughout X. We can assume that the Lipschitz 
constants K(x) are all larger then 1. Then for xe X—S 

F(x) = —M+d(x, S) > —M. 
The function 
F(x) = min [ F(x), M] 
is obviously also an extension of f(x) which belongs to LIPx; moreover 
F(x) satisfies the inequality 
—M<F,\(x)=M 

In the same way we can get a function F,(x) defined on X which is 

an extension of —/f(x), belongs to LIP x and satisfies the inequality 


—M<F,(x)= M. 


Now the function Px) =F 1A) A] belongs also to LIPx, is 

also an extension of f(x) and satisfies the inequality 
—M< D(x)< M. 

Hence our statement is proved. 

Now let us depart of the hypothesis of the boundedness of f(x). Instead 
of f(x) let us consider the function 

g(x) = arctg f(x) 

which obviously also belongs to LIPs. 


By what we have already proved, we know that there exists a function 
G(x) identical with g(x) on ve and which belongs to LIPx. Moreover, we 


know that since |g(x)|<=, G(x) may be chosen so that the inequality 


It 


2 


shall hold everywhere. Now if we put 
F(x) = tg G(x), 
then we have the desired extension of f(x) since tgt is differentiable in 
It It 


aD POT. 
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§ 3 


We should like to point out that Theorems | and II remain valid if 
the Lipschitz condition is replaced by the more general condition 


SO)—S(y)| = Ko(xy) resp. |f(x) —f(y)| = K(x)m (xy) for xy < d(x) 
(0(x) > 0), 
where w(t) is a function defined in 0=¢t<oce with the following properties : 
w(t) is continuous and monotone increasing, 
w(0)-= 0, w(f)>0 if t>0, 
o(x+y) = o(x) +0()). 
(An important example of such an w(t) is t“(0<@=1).) To see this, 
we have only to redefine the metric of X by putting 


0 (x, y) = (xy) (x, ye X), 
where o(x, y) designes the distance of x and y according to the new metric. 
The prescribed properties of w(t) guarantee that o(x, y) satisfy all the axioms 
valid for a metric in a metric space. In this new metric f(x) satisfies a Lip- 
schitz condition 


f(x)—f(y)| = Ko(x, y) resp. |f(x)—f(y)| = K(x)e(@, y) for 0(x, y)<w[d(x)]- 

' Thus we have reduced this general case to the special one discussed 
above. We have still to remark that in case of Theorem II the set S remains. 
closed in the new metric. 


(Received 8 February 1955) 


Note added in proof. (10 June 1955.) Theorem I and its generaliza- 
tion to a Lipschitz condition of arbitrary exponent p (0<p=1) with almost 
the same proof as in the present paper is to be found in a book of STEFAN 
BANACH, Wstep do teorii funkcji rzeczywistych (Warszawa—Wroclaw, 1951),, ; 
pp. 121—122. We were informed of this fact by an oral communicaticn of 
Prof. STANISLAW MAZUR late after the proof had been read. 
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O PACHPOCTPAHEHUU @YHKUMU, YAOBJIETBOPAIOLUUX YC/IOBAAM 
JIMMLUMLA 


A. Unncep (Byganewr) u JI. Pexep (Mawxonpu) 


(Pe3Me) 


Nycts w(t) (0 =< t < x)— HempepbiBHad MOHOTOHHO BOspacTalousad byHKUMA, yAOBIeT- 
LOpAKOULAA YCIOBUAM 
o(0)=0, wo(f)>0 (¢>0), oe(x+y)S a(x) 4 of). 
(Hanpumep, (t) = t* (0 << «= 1).) 
B Hacrosusjen padotTe AOKasbiIBalOTCA CmepyroulMe Be TEOPeMBI : 


Teopema l. [lycts f(x) — peujecrBeHHad (pyHKuNA, ONpeAeMeCHHAA Ha NOAMHODKECTBE 
S merpuyeckoro mpoctpauctsa X u yqOBeTBOpsHOULaA yCAOBHHO 


IfCI—FO)| S (xy), 
rye xX wu y ABe NPOMSBOJbHbIe TOUKUK Ss; a xy O3HadaeT PaCCTOAHHE ITUX JBYX TOUR. Torga 
cyule2tByeT (pyHkuua F(x), onpemeneHHad Ha BCeM MpoctpaHctTBe X u copmafaroulan Ha S Cc 
f xX, Aaa KoTopon 

|F(x)— F(y)| S o(xy), 
rye X uM y ABe MpOusBOAbHBIe TOUKH X. 


Teopema 2. [lyctp f(x) — pewjectBeHHan (pyHkunA, ONPefeneHHaA Ha 3aMKHYTOM 
noAMHOKecTBe S MeTpHyecKOrO mpocTpaHcTBa X, HM YAOBACTBOPAOWad BO BCAKOM TOKE X 
MHOsKeCTBA S yCNOBHKO 


SY) —F)| Sk) o(xy) (xy < 6(x)), ° 
rae y mpoussoibyax TOuKa S, a k(x) wm O(x) NOAOKUTeEAbHBIe YUCIa, BaBUCALMe OT Xx. Torna 
MOKHO HanTH (pyHkunto F(x) onpefemennyto na X u copnagarouryo Ha S c f(x), KoTOpas 
BO BCAKOM TOUKeE X MpocTpanctrBa X yAOBNeTBOpAeT yCOBUIO 


| F(y) —F(@)| S K(x) o(xy) (xy < d(x), 
re y mpousponbHas TOuKa X, a K(x) u A(X) nOMOKUNTeENbHbIE YNCIa, BaBUCALHE OT X. 


UBER DAS GLIEDWEISE DIFFERENZIEREN EINER 
ORTHOGONALEN POLYNOMREIHE 


Von 
G. FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Aexits) 


Es sei px(x) die Folge der normierten Orthogonalpolynome mit der 
nichtnegativen Gewichtsfunktion w(x)€Z in (—1, +1). Wir bilden die Ortho- 
gonalentwicklung 


(1) fa) ~ S expo(2) 


einer Funktion f(x), welche in [—1, +1] k-mal stetig differenzierbar ist. Wir 
wollen in vorliegender Arbeit die absolute Konvergenz der Reihe 


(2) FC) ~ Le) 


untersuchen, die durch formales gliedweise Differenzieren aus (1) entsteht. 
Zuerst einige Bemerkungen. Betrachten wir die Fourierreihe 


F(x) ~ >) (a, cos vx+6, sin vx) 
yv=0 


einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion F(x), dann erhalt man durch 
k-maliges Differenzieren die Fourierreihe der Derivierten F(x): 


F(x) ~ Da la, cos Vv [x +245, sin E -f a) 


Die Frage der absoluten Konvergenz der derivierten Reihe ist also identisch 
mit der Frage der absoluten Konvergenz der Fourierreihe der Derivierten, die 
schon ausfiihrlich behandelt wurde. Jedoch ist die Polynomreihe (2) (mit ev. 
Ausnahme bei speizieller Wahl von w(x)) keine Orthogonalreihe, also kann 
-man ohne weiteres die bei der Untersuchung von Orthogonalreihen iiblichen 
Methoden (vgl. z. B. STECKIN [5]), ja sogar nicht einmal die Resultate des. 
Verfassers (G. FREUD [3]) beziiglich der absoluten Konvergenz von Orthogo- 
nalpolynomreihen, auf die Reihe (2) nicht iibertragen. Allerdings stellt es sich 
heraus, da8 (2) dem Wesen nach mit denselben Methoden behandelt werden 
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kann, mit welchen Verfasser die absolute Konvergenz der Entwicklung nach’ 
Orthogonalpolynomen untersuchte. Unser Resultat kann in folgenden beiden 
Satzen zusammengefait werden: 

Satz I. Es sei (a, 6) c{[—1, +1] und 
(3) w(ix)=m>0 _ fiir x €(a, b); 
ferner sei f(x) eine in [—1, +1] k-mal stetig differenzierbare Funktion, fiir 


welche 
ao oft f| 


(A) = eee < 0° 


besteht, wobei w(0,f™) den Stetigkeitsmodul von f(x) bedeutet; dann ist 
die Reihe (2) gleichmaépig in jedem inneren Teilintervadl von (a,b) absolut 
konvergent und stellt dort die Funktion f(x) dar. 


Satz Il. Es geniige w(x) meds Bedingungen, wie in Satz I und es 


sei augerdem w(x) = W(1—x2) 2. Sei ferner f(cos #)=g(%) und bezeichne 


ow,” (0, f) den Stetigkeitsmodul von ie beziiglich der Metrik L’, also 
(6) ol” (6, f)—) Max | [LO th —g OP aol? 
und es bestehe 
oy«[ 1 
Pails 
(6 py eee alse SS Ei 
(6) ae Va < 00, 


dann ist die Reihe (2) gleichmdgig in jedem inneren Teilintervall von (a, b) 
absolut konvergent und stellt dort die Funktion f(x) dar. 


Wir bemerken, dab (4) fiir f € Lip@ mit «> 5 bestimmt befriedigt ist. 


HILFSssATz I. Aus (3) folgt 


(7) On (x) = Per O(n") 


gleichmapig in x fiir jedes innere Teilintervall von (a, b). 


Bewels. //,(x) durchlaufe alle Polynome héchstens n-ten Grades mit 


+1 


(8) | UL. @Pw()at <1. 
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Wir suchen das Maximum von /7\)(x). Es ist offenbar 


T(t) = & YPM) 


mit 
Diy 2a. 
v==0 
_ Also ist 


IIA 


1 
Swrorl 


und das Gleichheitszeichen findet statt, wenn man 


TTS? (x) = > re (x) 


ae 


(9) 


To = 2 oP copl DMP. () 


wahit. 

Wir vergleichen nun 0,” (x) mit dem fiir eine Gewichtsfunktion w(t)= w(t) 
ahnlich gebauten Ausdruck 6%)(x). Dann ist die Bedingungsungleichung (8) 
fiir das Polynom (9) auch mit der Gewichtsfunktion w(t) pecdiee) und 


infolgedessen ist das entsprechende Maximum mit w, das gleich (a \2 ist, 


1 
sicher nicht kleiner als {o,.?}*. Es ist also 


(10) > [PT = > [py (x. 


Es sei nun speziell 
go Wie aur --t-© (0:0), 
w= # ae 
Os Hit. fe (a; 6), 
die entsprechenden normierten Orthogonalpolynome sind 


Si tl AO oni ee ay 

D(X) = Sa ce) | 14+2 7 
wobei P,(x), wie iiblich, das v-te Legendresche Polynom bedeutet. Hieraus 
folgt p,(x)—=O(1) gleichmafig in jedem inneren Teilintervall von (a, b) und 
unter Anvendung des Satzes von BERNSTEIN © 
(11) Dy’ (x) = O(0") 
ebenfalls gleichmafig in jedem inneren Teilintervall von (a, 6). Aus (10) und 
(11) erhalten wir unmittelbar die Abschatzung (7), w. z. b. w. 

Bezeichne nun 


(12) phir: n=) > > & 


; 
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Hitrssatz Il. Die Gewichtsfunktion sei so beschaffen, dap die Derivierten 
der Orthogonalpolynome ander Stelle x (7) befriedigen; ferner gelte fiir die 
Funktion f(x) ; 

(13) Die PEN @) =e; 
val 
dann ist die Reihe (2) an der Stelle x absolut konvergent. 

Bewels. Es ist, da E‘?(f;w) eine monoton abnehmende Funktion von — 

n ist, 


om+1_4 ie gmt _4 ols SS om+1 
Daley P(x)! = | = Om 


—9mM 


1 
2 


> [PPWOPE= ERT; »)-0 [=)"} 


Vv v=0 


gm gi 
me) SEs; =o} Dye a teow), 


va=am- ly 


und man addiere diese Ungleichung vom m= 1 bis m= oe. 


HILFSSATZ III. Es besteht die Ungleichung 
(14) E?(f;w) = anto(t fs 


wobei die Zahl c, von n unabhdngig ist. 
BeweEls. Bekanntlich ist 


ete [: 


Min | [ f(x) — 11, (x) Pw (x) ax", 


a] _ 


E® (f;w)= 


wobei //,,(x) alle Polynome héchstens n-ten Grades durchlauft. Als Konkur- 
renzpolynom wahlen wir das Polynom, welche die bestmégliche Approxima- 
tion von f(x) im Tschebyscheffschen Sinne liefert; die Abweichung sei 
E,.(f; w). Nach dem Satze von JACKSON ist 


Eas; w) =C,n*o (- fo) ‘ 


und somit besteht 


f +1 1 / 
Ey (fi; Wee | | w(x) dx ‘on *o[ 1; po), 
i | 


w. z. b. w. 

Aus den Hilfssatzen I, I und Ill folgt unmittelbar die absolute Kon- 
vergenz von (2). Es bleibt nur iibrig zu beweisen, dai die Summe der in 
jedem inneren Teilintervall von (a, 6) gleichmakig absolut konvergenten Reihe 
(2) die Funktion f(x) darstellt. 

Nach k-maliger Integration erhalten wir aber die orthogonale Polynom- 
reihe (1), die ebenfalls in jedem inneren Teilintervall gleichmakig absolut 
konvergent ist. Nach einem Satze des Verfassers [4] konvergieren die (C, 1) 
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Summen der Reihe (1) gegen f(x), also ist auch die gewohnliche Summe 
dieser Reihe gleich f(x). Infolge der gleichmafigen Konvergenz der diffe- 
renzierten Reihe (2) ist die gliedweise Differentiation der Reihe (1) erlaubt, 
und hieraus folgt, dafi die Summe der Reihe (2) gleich f(x) sein muBb. 
Um auch den Beweis des Satzes II zu Ende fiihren, muf Hilfssatz III durch 
den folgenden ersetzt werden: 


HILFSSATz IV. Jst 


1 
2 


(15) w(x) = W(1—x?) 2, 
dann gilt . 
(16) E(w) Sento" (1:4), 


Wir bezeichnen mit 


qt 


a, = i | F(cos 4) cos n6d6é 
0 
die Koeffizienten der Cosinusentwicklung von f(cos 6). Nach einem Lemma 
von G. ALExITs [1] besteht fiir jede monoton nicht abnehmende Folge {2,} 
positiver -Zahlen 


(17) Lies te Via. 


v=0 
Wir betrachten die Identitat 


1 


ae — 
S sin —- cog a h AY? 
2s ae ; } 
Be || Jet a)—(—3 
Nn 0 0 
aye 1 ; Pe 
Die rechte Seite ist héchstens gleich wo? (+) beachten wir noch, daf fiir 
ae . 
si — 
i= der. Faktor 1— ” oberhalb einer positiven Zahl cj! bleibt, so er- 
n 


halt man 


also wegen (17) 
@ @ ¥ oO he Wat cee ove 1 a 
¢ OYA Py IU Byn k 2 oC (2) 
Seen > oS ne an oe | 
vy=ntl ai y=n+l 2 v=nt+l 


und damit haben wir (16) bewiesen. 
Satz Il folgt aus den Hilfssatzen I, II und IV. 


(Eingegangen am 18. Marz 1955.) 
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O NOUJEHHOM AM@dEPEHIMPOBAHHH PAOB MO OPTOTOHAJIBHbIM 
MHOTOUJIEHAM 


lr. ®pawa (Byganewr) 


(P e310 Me) 


Nycrp w(x)€L (—1 =x =1)— neorpnuare abnasd Becosas tbyHkuua; OGO3HaUUM 
COOTBETCTBYHOWINE HOPMMPOBAHHble OPTOFOHabable MHOFOYeHbI YePes Py(X), Py (x), « 

IlycTb 
(1) f(x) ~ X¢,P,, (x) 
pasnoxKenua m0 cucteme {/P,(x)} k-pa3 HenpeppiBHo anudpepesunpyemon (pyHkunin f(x). 
k-KpaTHbIM (POpMabHBIM AN(ppepeHuNpOBaHHeM OTCIORa MOAyYaeM 

(i) ~v (kt) ry 

(2) I) ~ FC, Dy (x). 

Vmeert mecro cnepyrouas 


Teopema. Ilyctb 


(3) w(x) =m>0 (—-lsaa<x<6bS1) 
u, O6O3Ha4aA MOpyAb HenpepHiBHoctn dyaKunn f(x) uepes o(d,f), nycTE 
of 5 pul) 
(4) > < 00; 
no] Vn 


Tora (2) BO BCAKOM BHYTPCHHEM NMOfuNTepBane (a, b) CxOANTCA aAGCOMIOTHO MU PaBHOMEpHO, 
u ero cymma pasuo f(x). 
Ycnorue (4) MOKHO samMeHsTh cnenyroulnM: Tlycrb 


w(x) < w(l—x2)” 


2 pile 
=) k). 


os ir 


wu aia g(t) =f (cos ?) 
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